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PRAEFATIO. 



V/asns daos problematis tiiutn corporuni, quod vocatiir, quos sjstema no- 
stmm solare nobis ofifert, alterum puta, ubi massa perturbans revera parrala 
est', alterum, ubi massa perturbans respectu massae corporis primarii per* 
magna est, sed propter distantiam permagnam cum a corpore primario, tam 
a corpore perturbato parvulam efficit Tim perturbantera; casus, inquam, hoa 
duos unius eiusdemque problematis geometrae ad hoc osqae tempus duobus 
modis inter se plane diyersis solTerunt, et neque solutionem, quam pro casu 
priori dedere, ad casum alterum, neque solutionem huius casus ad illum 
applicari licet. Solutionem generaliorem utrumque casum coinplectentem ad- 
huc nemo dedit, quin etiam sunt, qui talem problematis huius solutionem rei 
naturam non admittere, et semper problema hoc in his duobus casibus di- 
verso modo tractari debere dixerint. Nihilominus solutio talis generaMor 
invemri potest, et pagellis sequentibus eam, quam assequutus sum, exponam. 
Quae solutio immediate ad casum posteriorem, qui theoriam Lunae consti- 
tnit, pertinet, ita autem compatata est, ut factis tribus quantitatibus qni- 
busdam cifrae aequalibns, solutio eliciatur, quam pro casu priori, qui in 
theoria planetarum locum habet, iam publici iuris feci. Theoria igitar pki- 
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IV 

netanim mea casum specialem theoriae Lmiae hoc Tolomine expositae scse^ 
praestat. 

Anteqnam methodi hnius expositionem aggredior, certam huins proble- 
matis conditionem praemisisse hand ab re est. Integratis formnlis, qnas ad 
motum corporis coelestis cuinscnnqne determinandnm dedi, eo modo, qnem 
in theoria lovis atque Satumi explicaTi, termini oriuntur, qui per sinns 
ant cosinus mnltiplicinm anomaiiamm mediamm multiplicati, tempori aut 
temporis potestatibus proportionales sunt. Qni termini ex integrandi methodo 
oriuntur, et revera originem trahunt e pertnrbationibns pure periodicis et 
plemmqne longissimae periodi, in qnamm argnmentis tempns ipsumper fun- 
ctiones yis perturbantis multiplicatum existit. Termini igitnr illi , qui in pla- 
netarnm theoria et per tempus temporisque potestates , et per sinns cosinusTe 
multiplicium anomaliarum mediamm mnltiplicati snnt, non nisi pro terminis 
primis eyolutionis in seriem infinitam illamm functionnm vis perturbantis ha- 
bendi snnt, et semper quoties series hae admodum convergunt sub forma 
hac tutissime in usnm vocari possnnt. Quoties vero series istae non conver- 
gnnt yel etiam panllulum convergunt, iidem termini efficiunt, ut breyi tem- 
poris spatio praeterlapso locns corporis coelestis computatns a vero eius 
loco aberrare incipiat, et magis magisqne ab eo discrepatnras sit. 

In planetaram sjstematis nostri solaris motu termini, de qnibns loqni- 
mnr, series maxime conyergentes constitnunt, itaqne primis tantnm haram se- 
riernm terminis in calcnlum yocatis, locns planetae absqne errore sensibili 
per longam annoram seriem optime repraesentari potest, imo hoc in casu 
functiones periodicae, e qnibus termini illi oriuntnr, propter incertitndinem, 
quae massis planetarnm semper inhaerebit, magna cum praecisione determi- 
nari neqneunt. Nam longitndinis, latitndinis et radii yectoris perturbationes 
generaliter formam indunnt hanc 
aan(i^+iV+»V+etc.+cm«4-^+'6 8in(^^ 



itbi f tempus, n motmii mediimi planetae peitmrbati, g &m anomaliam me* 
diam, g'jg^^ ^^^ anomalias medias pianetarmn perturbantium, o, a, Jf, 6, 
^, B, etG. constantes et i, /, i", etc. numeros integros positivos seu neg;atiyos, 
inclusa cifira, denotant. In theoria quidem planetarum a, |3, etc. semper 
minutissimi e massis perturbantibus pendentes numeri sunt, sed saltemint^* 
minis ubi / = i" = etc. = o, ipsae a, 6, etc. valorem permagnum habent , et 
tum a, ^, etc, quae ex aequatione algebraica gradus altioris pendent, propter 
incertitudinem, cui massae planetarum semper subiectae erunt ^ nunquam accur* 
rate computare nobis licebit. Evolutis vero terminis allatis in seriem infinitam 
hanc 

(a cos ji-^^b cos B -|- etc.) sin (ig-^" t^ 4" ^8^ ^^*^'} 
^- (a sin u< 4" * sin B -|- etc.) cos^ig* -{- ^g' + ^g' 4" etc.) 

— nf (aasin-rf^"^^^^^"!"^*^^^'*^^"!"''^'''!"''^^'"!"®*^*} 
'\'nt(aa cosA 4-^6 cosB -{- etc.) cosfig" -|- tg' -|- tg' -|- etc.) 

— J n^t^ (o^a cos A -{- 15*6 cos B -|- etc.) sin (ig- -|- i^ -{- i"^" -{- etc) 
— 2 ^^** C"*^ sin -rf -|- /5*6 sin B -{- etc.) cos^ig" -|- tg' -|- i^g-" -|- etc.) 

terminos omnes accurate computari licel In casu enim ubi i =.i zz etc. =: o 
eliciuntur ex hac serie primi termini hi 

(a cos^-{- 6cos B-|- etc.) sin ig^ (asinA-^-hAnBJceic.^ cos ig 

quorum quidem coefficientes permagni sunt, sed cum terminis, quos el*^ 
Upsis pura in longitudine etcprofert, sese coniungunt, itaque simui cum ele- 
mentis ellipticis per observationes astronomicas determinantur, neque in ex- 
pressionibus perturbationum seorsum apponuntur. Termini vero reliqui serici 
praecedentis omnes ita comparati sunt, ut accurate computari possint, qma 
producta aa^ ^ 6 , etc . semper minutissimi numeri snnt. Propter exiguitatem 
massarum planetarum, et quoniam n in hoc casu est numerus haud magnus, 
seriea praecedens admodum convergit, et intra temporis intervallum plus quam 
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1 

miUia aimoniin ante et post epoeham complectms tennii4 per altiores temporis 
potestates muitiplicati yim non habent. 

In Lnnae motu, qnatenns a Sole pertnrbatur, res secus se habet; hoo 
emm in casu ct, ^, etc maiores numeri sunt, et coefficientes a, 6, etc. senqper 
minores, quam in illo problemate, in terminis etiam ubi f = o. Quum vero iUi 
maiores sint, et n respectu motus Solis sive.Terrae magnus numerus sit, factum 
est, ut termini seriei praecedentis per superiores temporis potestates muitiplicati, 
parvulo temporis spatio praeterlapso, tam magni evadant, ut nullo modo negligi 
possint. Quin etiam inde a certo quodam temporis momento ab epocha non 
longe remoto termini per altiores temporis potestates multiplicati reliqub ter- 
minis maiores evaderent, quo fit, ut loca Lunae hoc modo computata cum veris 
dus locis nequaquam congruere possint. Quamobrem in theoria Lunae ad 
huius seriei functiones originales , hoc est ad terminos huius formae 

a8in(ig--{-iY + «w«+^)+6sinGg*+»V+/^^*4-jB) + etc. 

nobis refugiendum est, et aequationum diflPerentialium perturbationes suppedi- 
tantium integrationes ita instituendae sunt, ut perturbationes statim hac forma 
expressae obtineantur. 

Geometrae saeculi praeteriti, qui problema hoc tractabant, theoriam Lunae 
ad hunc usque praecisionis gradum non expolierunt, ut cum observato Lunae 
motu congrueret Summus Laplace quoque, qui et Lunae theoriam per* 
scrutans multa et gravissima huius theoriae momenta detegebat, computationes 
non eo usque extendit , ut tabuiis motum Lunae exhibentibus omnes superstrui 
possent. Observationibus ipsis coefBcientes perturbationum Lunae inveniendi 
faeve, et usqne ad tempus recentissimum tabulis sola iheoria gravitatis nitenti- 
bus caruimus. 111. Damoiseau methodum perturbatiOnum computandarum se- 
qnutus , cuius fundamenta ill. Laplace qnoque adhibuerat , primus tabulas Lu- 
nae sola theoria gpravitatis fundatas dedit. Quae computandarum perturbatio- 
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num mediodiiB praecipne eo consistit , quod tempns , unitas per radinm vecto- 
rem ad eclipticam proiectam divisa et tangens latitadinis versus eclipticam taiH 
qnam fiinctiones longitadinis verae ad eclipticam proiectae exhibentnr. Hinc 
vero factnm est , nt coordinatae Solis , quae quidem , quatenus in motn Lunae 
vim habent, escpressiones quam simplicissimae sunt, per longitudinem illam 
Lnnae exprimendae sint, unde formam admodum implicitam accipiunt ; prae* 
terea, computatione perturbationum peracta, series, qnae tempus per longi- 
tudinem illam expressum snppeditat, revertenda, et in seriebus perturbationes 
reliquarum coordinatarum exhibentibns loco illius longitudinis expressio eius 
per tempns substituenda est. Quae conditiones perturbationum Lunae compu- 
tationes secundum hanc methodum satis longas reddunt. IIL Damoiseau evo* 
lutiones analyticas ad ultimum finem non produxit, sed methodo coefficientium 
indeterminatorum eadem, qua ilL Clairaut et Laplace usi erant, adhibita, 
aequationes mixtas post valores numericos quantitatum, quas continent, snbsti* 
tntos resolvit. Quantum laboris haec problematis huius solvendi methodus 
poposcerit ex conunentatione ilL Damoiseau praemio omata et in libri: M^ 
moires pr^sent^s par divers savans etc. intitulati volumine P typis excusa vides, 
et auctor sane laboris compendium sibi non conciliavisset, si evolutiones analy* 
ticas ad ultimum finem perduxisset. 111. Plana in opere suo de theoria Lunae 
nuperrime edito eandem fere methodum adhibuit , evolutiones vero analyticas 
usque ad metam produxit; sed non dubium est, quin hoc computandi modo 
adhuc plus laboris sibi conciliaverit. Praeter haec de theoria Lunae confecta 
opera, ill. Poisson nec non ill. Lubock formulas notas, quibus perturbationes 
inunediate in functione temporis exprimuntur, ad perturbationes Lunae compu- 
tandas, et quidem ille formulas variabilia elementa elliptica suppeditantes, hic 
vero formulas coordinatas polares subministrantes proposuerunt , et uterqne 
evolntionum analyticarum tantum, quantum fieri possit, extendendarum consi* 
lium cepisse videtur. 
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Ui opera et labor, qnem hae methodi requirant, recte iadicari possit, 
nihil est quod malim , quam ut hi geometrae integram pertnrbationnm Lnnae 
compntationem secandum methodos propositas confici ciirent Egomet secmi- 
dmn methodum in hac commentation^ explicatam huius computationis maiorem 
partem iam confeci , et reliquam , simul atque occupationes quaedam aliae 
absolutae fuerint , conficere in animo est. 

Formulis modo memoratis adhibitis , computationes breviores quam com- 
putationes ill. Damoiseau et Phma evadere debere yidentur, quoniam reyersio- 
nes serierum, quas methodus ab his adhibita poscit , opusnonsunt; evolutio* 
nes vero analyticae aliam ob causam aliquid incerti involyunt. Qui calculus 
postulat , ut quantitates quaedam pro panrulis quantitatibus primi ordinis ha- 
beantur, secundum quas evolutiones analjticae procedant, sed quum de coefiB- 
cientinm numericorum ordine analytico sermo esse nequeat, fieri potest, ut 
propter hos coefficientes sihguli perturbationum termini in fine calculi yalorem 
habeant multo maiorem, quam eum, cui pro ordine suo analytico adnumerandi 
sint Reyera fit, ut propter coefficientes numericos diyergentes in perturba- 
tionum complurium expressionibus analyticis duo termini consequutiyi , qui pro 
indole sua ordinibus analyticis diyersb adnumerandi sunt, eundem fere yalorem 
nnmericum habeant, uti in opere ill. Plana inspici potest E. g. coefBcientem 
perturbationis longitudinis Lunae yerae, cuius argumentum duplex distantia 
perigaei Lunae a nodo eius est , inyenit ill. Plana = 

Cl ,135 ^22 

lam quum tn, quae in hac expressione rationem motus medii Lunae ad motum 
medium Solis repraesentat, in hac computatione pro quantitate primi ordinis 
habeatur, prior expressionis praecedentis terminus, quod attinet ad composi- 
tionem suam analyticam, ordinis finiti,; etposterior ordinisprimi est. Quum 
yero yalor numericus ipsius m sit proxime = ^ , habetur 
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Hic i^tur ienxfiimy qui ia e^ol^iiom anal^ca pro pKyula qnantUiite priaii 
ordinb Iiabetor, re^era maior est quam terminus iHiorf qui pro qitaiititata SmuUl 
habetur. Quae quum i4a sint, iu evolutione taU| etiamfii gumma etea indn-? 
striaque nmima institata sit, terminos omnes, qui vimfaabeant) reoq^B esae^ 
quia pro certo affirmare potest? nisi eyolutiottes longe ultra tenxiiBOfi in fiiui 
calculi retinendos produxerit. Conditio enim eadem^ quam modo ante.otidos 
posuimas, in termiiiis quoque ordinum altiorum locum babcire potest, quo 
factum erit^ ut termini quidam ordinis analj^ci altissimo in calculis recepto 
ordine altioris et hac ratione neglecti propter coefiGcieiltes nuitiericos suob v^ 
lorem nanciscaiitur numericum i qui revera ncgligeiidus non 0fL 

Quibus considerationibus inductus ^ iam pridem in computandis planetamm 
perturbatioiiibiid saltem evolutiones ^aalyticas usque ad quosdam terminos ge- 
nerales itanliiiil prpdiud) quos imfllediate ad calcuhim mimericMm abflolTendiui 
adhiJbiiL. Hoe «lodo effeci, u% terminus qiuBque secundum Talorem absolutum 
aeatimari posset , et oiHAea lilnitem numericiuB ex lubito.praedetmBinatiim a»^ 
p^miitea termini, paucis adhibitis regulis, io calculum yocari possent Eandem 
mediodium ad computandas Lfmae pertnrbatioiies a^ibeo, ei hoc modo, nni^ 
Uitti terminunl qj^ yimhabeatnrmitti^ ^ro certo habere possunL Computatio*- 
Mis brevisg&naa eyadunt^ qnia aeries, ad quas methodus haec perducit, rapidis^ 
sime comrergnnt ^ et termini limite pcofroaito minpres stathn emitii possoht 
Integrationes ita institui, ut termini per temp«& ipsum mullipUi^^ quatenus e 
coordinatis Lunae ipsius orirentur, non adsint, ictquod introductis quantitatir 
bus iribiia y , a atque i^nominatis effeci, quarum 9'- — 2i} motum directimi peri- 
gad Lunae fai oririta, eia^ri m(^um retvogradum nQdorum orbitaeLunae cMi 
ortrita tertke quam puirime deaotani^, aglg;rqgiitiuB vero (y — ^^ij^rfC^^-H) ^i^ti. 
y^^^i^^^-q hprum UOtiumi aggi^egaMm rigorose designal FerturbatioiiesiOngitu* 
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diiiis ita computaTi, nt ad longitudineni mediam addendae sint, quo factnm 
est, ut formnlae simpliciores evaderent, et tum series perturbationwn ipsamm, 
imi series, quibus quisque coefiBciens computandas est^ magb conveigentes 
fiierent. Formulas Jta comparavi , ut b excentricitatis Lunae valor numericus, 
^ ex observato maximo aequationis centri termino ope formuiae pure eiiipti- 
cae ^citur, in perturbationum computatione adhibendua sit, calculo igitur 
indirecto olim ad enm excentricitatis Lunae valorem, qui computandis perturba- 
tionibus superstruendus fuerit, indagandum adliibito opus non sit. 
V Fraeterea problj^a ita solvi, ut longitudoad planum respectu situs dlns 
in spatio penitns arbitrarium relata et latitudo yersus idem planum obtineatur. 
Solutio igitur hic data hac quoque ex parte solutionibus reliquis, quae longitudi- 
uem Lunae latitudimeilique versus eclipticam solummodo suppeditant, generalii» 
est Quum rero planum proiectionis in solutione nostra quodlibet sit, aequa- 
torem plamnn hoc statoere Mcet, quo fiictum erit, ut ex tabulis Lunae motum 
exhibentibus ascensio recta eius et declinatio immediate computari possint 

Quibus in formulis generalibus y, « atque i} cifrae aeqwdibus factis, 
focnralas nanciscimur, quae immediate perturbationibus planetarum com- 
putandis inserviunt, et cum iis identicae sunt, quas iam pro hac com- 
piitatione dedL Extema vero facie formulae hic datae ab iilis pauiiulum 
discrepant, quia aequationis pro -^^ integrationem alio modo institui; illic, 
^sis g* et fC7 computatis , ipsam jb ex £^, mutata in fine calculi numerici 
r:ui ly oKdui; hic Tero ^ non computatur, sed statim et ipsa % et ipsa 
tc^ qaa formularum feansmutatione magnim calculi compendium assequntns 



.QMntitalesqnoqueauxiliaresinhaccommeDtatione|i,, 9^, P, ^, B^ p^, 
alqite q^y nondaatae resp. cum quantitatibus auYiliaribus,' quibos in theoria 
phinetanun usus innn, cmn qnantitatibns pnta in Astr. Nachr.No. 244. aeqq. 



inknolatis^ quaiiiqiMim eKtermi fade «b - hia dbcfepaatv ' fiiotia yy a et^^oifinie 
aeqBelHras^ ideiiticae 'nnit. ETeliitioiies^ perturtiatioiiaiii primi erd&ds -rMpeeta 
vifi pertMrbantig, qeatekius hit vtor^ ita ingtitni potuisseiit, iit imiiiediftte ad pfaK 
Qetas quoqne applicari poiseiit : talia enim fBBctionia peiteiiatiicb Si evolutie^ 
qitalia in pianetarum theoiia adhibenda est^ in Lnnae quoque theoiia in ugum 
▼ocaii pesset In bac vero commentatiohe evelutionea» hanc ita Institiii, ut 
quantitatem H in serieni secundum potestates ratibiiis distantianim Teme 
m Luna et a Soie progredieiitem evolvereiii, quae erolutio in Lunae theoiin 
propter huius rationis exigttitatem omnibus aiiis praeferenda est, in plane- 
tarum vero theoiia in usiim vocari nequit. r 

Cansas non omnes, iquae mc^um Lunae perturbant^ in hac commentatlotte 
tractavi, perturbationum enim earum, quae e vi attractiva Solis oriuntur, compiH 
taitionem solummodo explicavi, fiituro tempori edendas perturbationum a figum 
sphacroidica ieme et planetamm perturbationibus pure periodicis orientinm 
explicationes relinquens. 

FhMemaiUud 

Determiiiare corporum coelestium systeinatis nostri Solaris motuls 
secundnm legem gravitatis Newtonianam 
saepissime problema trium cbrporum appellatum est, quamqiiam revera initet 
corporum corpus primarium ambientinm nnmerum distinguendiim est. Itn 
proprie hoc problema duorum corponim, quoties motua unius^ trium corp6iun% 
quoties motus duorum, quatuor corporum, quoties . motns trium corpomm re* 
qpectu corporis primarii, quod illa ambiunt, jnvestigandi sunt, dicendum est, eisie 
porro, quoties plura corpora adsunt. Froblema duoi:um; OHspomm expressionibii^ 
finitis solvi posse , et haecce corpora sectiones cpnicas ciiN^Un coinmuiie oentvnm 
eorum gravitatis describere, aut, si motus relativi investigantur, utrumque sectio- 
nem conicam eiusdem excentricitatis periodique circum alterum perlustrare, nemo 
nescit. Froblemata plurium quam duorum corpomm expressionibns finitis solvi 



Mqtiei^t). ned qiiiiiam sjstaniAie nosbo Solari ctiiponi onmia m se iuficem 
ptnriilam efflciaiit raa nspecto Tis corpons pdmarii, hsec problemata ad icries 
cottvergratet perdimiiit'^ quamm cflBBctut ia eo 'COiigistit, qvod motum in te^ 
Ctiene conica alioqal dbaolutam hand moltiun pertarbant. Qaas perturbationei 
diylici CThiheri posse modo, altero qno tcrmini per tempns ipsnm mhl^li- 
eati icritenlor, altero qno iidem admittantiir, iam in praecedentibm expttcari-^ 
aoM. Pfohleina Lnnae determinandl motns, si pertnrbationes a phnetis pro- 
dtictaii npn xespexeris , proprie qoidem problema trinm corpomm est, sed qnam 
ei cOnditio insit , ut Terrae a Luna perturbatus motus a priori et ab ipso. Lunae 
perturbato motu independenter fere exhiberi possit, itaque in hoc problemate 
psop^odum solus Lunae motus investigandus sit: hoc casnm tantum specia- 
lein problematis generalis trium coiporum, in quo ntriusque corporis motad 
rebitivus respectu tertii corpmis inrestigandus est, ponit, licet pertuifaatioiiet 
iUo snpra explicato modo exhibeantur, ut tennini sdlicet per tempns ipsam 
multiplicati non adsint. ! 

Quamobrem ex Lunae in hoc Tolumine exposita theoria solatio pvoUema- 
tisigeneraiis trium corpomm peti non potest, nec, etiamri plura non obsti- 
terint, problematb plurium corporum solntio in ea continetor. Quum yero 
htSm problematb solutioni ita siimtae, ut termini per iempns ipsnm multipli- 
eaii evitmtary in systemate nostro Solari appiicatio pulcherrima pateat, et 
psableinatis qiiatuor corpomm solutio ad problematis plurium corpomm sotu- 
tionem perfacile extendatur : eam, quam assequutus sum, hoc loco sitentio prae-^ 
tcnnittere noluL Breviter jgitur expositam solutionem problematis quatoor 
coi^rum «Muexni, quam eo usque exposui, nt fanctiones perturbatrices in 
ieriet erolrettdae et in femmlis datis substituendae restent 
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SEOTIO I. 



DE AEQVATIONIBVS DIFFERENTIAUBVS MOTVM SYSTEMATIS 
CVIVSCVNQVE CORPORVM ATTRACTIONI RECIFROCAE 

SVBIECTORVM DEFINIENTIBVS. 



1. 



C 



onsideremas nnmemm indefinitum corpusculomm infinite paTvalomm, 

quorum massae resp. sunt m, m\ ni\ etc. mO»), mO»'), m(A'), etc. m(^), 

m(0, m(^'), etc. etc. et quorum coordinatae orthogoniae sunt i^ yj^ ^j S^ 

rfj £', etc. |Q*), ijOOj f (^), f (^'), ij(^'), f^^*), etc. etc. Supponamus cor- 

puscula haec viribus acceleratricibus X, Y^ Z, X^, l^, Z^, etc« X(A), 

Y(P)^ Z(^), etc. etc. secundum directiones coordinatarum harum sollicitari, 

Tiresque has coordinatas augere tendere. Si conditio adiungitur, ut inter 

corpusculorum horum loca aequationes conditionales non adsint, principia 

Mechanicae docent, vires acceleratrices easdem per quotientes differentia* 

les coordinatarum secundi ordinis respectu temporis quoque hos 

d^ d^ dPf d^ dV d^ 

A*' d^25 ^2J J^25 ^2 9 ^2) etC. CtC. 

exprinu, unde aequationes motum corpusculorum horum definientes nanci* 
scimur has 

1 



™....A 



"<»^«Kwu..«%(Bi^£« .' ^ii/tmffst»ytnmm*mmmmn > •••- 



dT^ ~ -^^ dt* ^ '* dP ^ '^ 
W -~ -^* IF — '* di^ — ^ 

etc. etc. 

etc. etc* 

etc. etc 

2. 

Si nunc ponimus corpnscala haec solmnmodo sollicitari attractioni* 
bus reciprocis , quae in r^tione directa massarum et in ratione inversa qua- 
dratorum distantiarum reciprocarum urgeant, yis, quam corpusculum m' in 
m exercet, aequaiis est 



m 



X 



designante x intensitatem vis huius, quoties et distantia et massa unitati 
aequalis est; iris, quam m" in m exercet, aequalis 



m 



x: 



^a-n'+oi-ri')^+(i-n^ 

et sic porro. Dissoiutis his viribus in tres secundum directiones axiasi 
coordinatarum urgentes vires, habemus, quia attractiones distantias dend'- 
nuere tendent, 

jr TtmiSSi I xtn'(V—S) I rtr 

[(Kr-4-M)»-4.(r-rr]« '*"[(^rr-4-(i^^T-4-(g-mi'*" 

^t slmiles expressiones nanciscimur pro Y^ Z, X^ etc. etc. Quae ipsiu^ 
X ezpressio sub hac redigi potest forma 

, fnm , mm 



j^-iT — — n +« iT' 



et eodem modo obtinetur 



mm mm 



v_ « ^ (r-{)»+6»'-i>)'+(f^-{)' , » v^(r-r)'+(n'-qT + (r-f )' , ^ 



i 

' ' ' * , 

Ht sic ponrd. Hhic et qtitim expressidnes analogae proi F, 2, Y^ efe. fan 

retiiri possint, seqnitor, ponendo 

. / • • 

"^ * v^(6-n*+(W)*+(:-o* 

nbi snnunatio ad binas massas mni\ nini\ etc. mmM^ nimU^\ etc. etc. 
extendenda est, aequationes art. 1. in has transire aequationes 

_^ - J_ rJL\ £2L-A. (^^ £L - ±. (^^ .-...(1) 

«Pf _ 1 / JA_\ dV_ _ 1 /«W \ ^t_ _ 1 / «tt ^ O"! 
<fc» ~~ "m" V dr y ' cfc* ~" "m" WV >^ ' dt* ~~m VdT/ ^ ' 

etc. etc. 

A* ~m(M)(d|OiV' d«' ~m(^)Cdi^W' ** ~ mO») («itW^ 

d«{fr') l_/_d*_\ tPti(iO _ 1 ^ <U N d'6fr') 1 >» tU \ ,.v 

**"■«(/»') UgO^V' d«* — mO^^^Ujjt^V' «^* ~ mOi') UgO»')/ *"*"^^ 

etc. etc. 

d*^*> _ _!_ j^dX^ diiyC") _ _1_ ^ «g v d'^^*'^ _ _1_ /j^\ (<) 

*• "" mW Cdg('')>' ' A* ~ mW U^wJ ' *' "" mW UgW/ 

A^ ""m(»')W»)> A* "m(-')U,(0;' *' "meHdi^y^ "*"*^^ 
« etc. etc. 

Qnae snnt aequationes ^Ufferentiales motuum systematis corpuscnloranii 
quae legi graYitatioms uniTersaiis Newtonianae sunt subiecta. 

3. 

Consideremus seorsim et corpuscula m, m(i^\ m(^), etc. et m% m(A'), 
m(0, etc. et m% m^^O, m(^'), etc. etc. Formentur primum aggregata ex 
aequationibus praecedentibus (1.)^ (3.)> (50» ^^ postquam per massas 
respectivas multiplicatae erunt, deinde aggregata ex aequationibus (X), (4>)r 
(6.) 9 ctc. postquam per massaa quoque respectivas muitiplicatae eront, et 
dc poxro. Quibus factis nanciscimur has 

^ ^^-'=^(i).^$-'=-=(^> ^f «'=*(i:^ 

et€. etc. 



•••••• 



(7) 



s ^ 



vifi igitar Biunmatioiiiea. Ui Uneai. prinuiad corpiiftQabi tn, JnMj tnifiy.eiCir ia 
linea secimcla ad corpuscula m', mC^), tniOj etc refeireiijdlae^Buiity et.ftic 
porro* Perfacile perspicitur esse respec|u teniiiiiorum ipsius X per massas 
fnmO^), mmWf^ mO^)m(^), etc multiplicatornm 

et req^ectu terminorum per massas nim^'^^ m'm(y)j mCAljmCO, etc. mul- 
tiplicatorum 

^ = (-1) + (5^)) + (d^)) + ^**^- 

et sic porro. Quae quum pro aggregatis reliquis 27 (^j-J , 2 \^^J , Jl? Ct"')' 

etc etiam locum habere debeant, in ipsa X, quatenus in aequationibus (7) 
Tim habet, terminos solummodo recipere opus est, qui per binas massas 
mm'j mm^'\ etc. mO^)m\ etc. etc, quae ad diversa aggregata pertinent, 
multiplicati sunt. 

Quibus positis, sumamus in aequationibus (7) numerum corpusculo- 
nmi) quae in quoque aggregato continentur, iniinite magnum evadere, et 
simul distantias reciprocas inter haec corpuscula infinite parvulas fleri, quo 
factum erit, ut aggregatum quodque in corpus dimensionum finitarum abeat, 
quae corpbra per massas eorum m, m', m'% etc, designabo. lam nunc, 
quum sit 



„ tntn 

X = 7t2 



v^u-n* + (17-^T + (f-r )* 

in qua expressione termini per massarum combinationes mm(f^\ mmi'^^ etc. 
nim^y^ etc. quae ad idem corpus pertinent, multiplicati secundum prae- 
cedentia excludi possunt: haec quantitas X ex numero infinite ma^o ter* 
n^oram constat, quorum quisque per massarum particulas infinite parvulas 
miii^,m mO»*), etc. m(M)m\ etc, quarum utraque ad aliud corpus per- 
tinet, niultipiicatus est. Summatio igitur in integrale duplex abit, ita ut 
habeatur 

fbi iategrationes p«r massas integras omnesextendmdae.siuit. QnnmTero 
sapponator corpus fimtum quodque a reliqois corporibns spatio finito di- 



stare, et figurafl soperficienim corporati homm a se iuvicem independentes 
eSM, integratio iategra, quam Jl reqiurit, in tot integrationes duplices dis* 
tribnitnr, quot binae conriHnationeajCOipomm adsunt, et ipsa X ex totiden 
terminis constat, in qnibus quoqiie intcgialiones a se inTicem independentes 
snnt. Habemns igitor deniqoe 

tm • dfn 



^^Jh 



nbi signum H ad binas corporum m, rd^ ni\ etc combinationes referen* 
dum est, ita ut ex. gr. signum 27 quantitatem X ex "^ termims consta- 
re indicet, quoties numems corpomm est n. Quantitas 27 v^y? quae pi^-' 

mae aequationi (7) inest, designat ipsam X respectu coordinatae | puncti 
cuiusque massae m differentiandam esse et post differentiationem hanc per- 
actam quotientes differentiales omnes addendos esse. Quum yero differen- 

tiationes hae ab integrationibus, quas X postulat, independentes sint, 27 \Tt) 

etiam obtinetur differentiando ipsam X rcspectu coordinatae | puncti cuius* 
Tis corporis m siye post integrationes peractas sive sub signo integratio- 

ms. Hinc concludere licet» loco 27 \^ in prima aequatione (7) simpU* 

dter \^ poni posse, dummodo quotiens differentialis hic ex aequatione 

(8) computetur. Denique facile intelligitur terminum 27 ^^ ^ primae ae* 

quationis (7) in integrale j^ dm per totam massam m extendendum 

abire. Quum aequationes reiiquae (7) transmutationes analogas in casn 
quem consideramus patiantur, habemus loco eamm 



m*^= (!)./!?'«'"■'= (D./i?''"'^'- 



(f) 

etc. etc. 



in quibus non minus quam in aequatione (8) I, i}, £^, coordinatas puncti 
cuiusyis corporis m, ^, ii}', ^, coordinatas puncti cuiusvis corporis m% et 
sic porro, denotant, quae coordinatae omnes oiiginem eandem arbitrariam 
habent 



(8) 



•••••• 



(9) 



(10).. 



•••• < 



Aeqfuationes (9) luia cuni aequalfoiie (8) ettm e«li;|Knt«]ii in^ n^j nfj 
dbc «otiuun par^m, qnae pro omiiilms ciikis^fve «^erporis pHiHrtb eaddik' 
est) sire motiun abeolutam traiulatlpttia Mvpomm sbiifulomm dei^rmlttarit, 
et ex iisdem aequationibus (1) • . . (6) etc. ea moteum oorpMum m, fi^, 
etc. pars, quae pro diversb corpomm punctis divefsa est, sive motus ro- 
tationis corporum singuiormn determinari potest. Quem in finem aggre- 

gata 27 dt^^ ^^ ^*^* ^ ^ djg ^^ ete; etc. fbrmanda iunt, quae 

▼ero, quum ad scopum nostnun hie persequendum fion spectent, hoc loco 

Qon evolvam. 

Sint x^ y^ z coorcUnatae centri gravitatis corporis m; af y y\ z' co- 

ordinatae centri gravitatis corporis fn\ etc. ab eadera ori^ne uti ^ ij, ^^ ^^ 

etc. numeratae et his resp. parallelae: tum proprietas nota centri gravita- 

tis suppeditat aequationes has 

fidm = xm , fijdm r= ym , f^dm = zm , 
f^dni = sifd , fridini = ^jrd , f^^ = isW 

etc. etc. 

ubi integrationes per massas to^ extendendae sunt» Quibua aeqnationir 

bus bis differentiatis , habetur 

^dm=^m,JJ:dm=^mJJ:dm^^m 

etc. etc. 

unde aequationes (9) abeunt in has 

tPs _ 1 / <tt \ <Py _ 1 /^ dA \ «Pi __ 1 /^ tfil \ 

<fe* "~ m Wg / » dt* "" m \ dti J * dt' -^lmy rfg / 

<f j _ 1 / «g ^ .^„J_/*l\ d»«' _ 1 / <tt \ 

A' ~ irf \ dg'/^ ' dt^ "^ m \d^J » <tt* ""»»' V «iry 
dV^ _ J_ / dA N dy _ 1 / «*A \ <i V _ 1 / <U \ 
A» ~ m" V dT/ ' <ft* '''H^KAirJ » 'W — '^ \WJ 

etc. etc 

quae igitur aequationes differentiales motus absoluti systematis corponim 
m^ rri\^ fd\ etc. sunt, et quidem motus absolutos centri gravitatis cuius- 
qiie coiporis detenmnant. Quum vero in astronomia motus relativi obser- 
ventur, aequationes differentiales motus relativi investigandae sunt Quem 
in finem subtrahantur singulae aequationes (10) primae lineae primum a 



dngolis aeqnatiombiu seciiiiclae Ihieae^ deinde a siiigiilii aeqnatiombn ta^ 

tiae lineae et Ac poiro^qiio fiieto emeri^t 

iP(j>^jr) t /'dis i/^\ f5bHfl_ £ /*[\ i/^^N ii»y-») _i /<U\ Y<«^ 

eto# ■..■!. ete^ •.: 

^puMi motiim -relatiTUi' corponim! fti^ m js «etc* reipeett' odrporis nt deteri^ 
iiuoiuat. Ujt veio : aequatiimes: . oondiuiioreli et^ad eyolnlioiies accommoda^ 
taore^ nanciscamur, modo seqaenti piogredieniiir* Siimd inter covpoia 
m, mty m^y etc. coipus M adesse, cnius respectn motus relativi inrfesti'^ 
gandi sint. Sint coordinatae orthogoniae centri gravitatis corporis M ad 
originem quandam indeterminatam sed fixam relatae, cetemm yero coordi- 
natis ^j yj si^ ^\ j/y ^^ ctc. resp. parallelae, X, Y, Z, et coordinatae 
piincti ciiiusTis hidas corporis ad originem eam, ad qaam x^ y^ z^ etc. 
refenmtor, relatae et his qaoqae resp, parallelae Si, T^ Z^z tum ponendo 

dM.dm 



• 



=-#. 



.-...(11) 



nbi integrationes ad massas integras et summatio ad corpora omnia m^ 
m\ m% etc extendendae sunt, habemus secundum praecedentia 

A» ~ Af \dsJ ^ dt^ ^ M \dry ' dt^ ~ MKdZ^J — ^^^ 

quae aeqnationes motum absolutum centri grayitatis corporis M determi- 
nant Quum origo coordinatarum Xy y, z^ af^ etc. |, ij, ^, S, etc. et 
S^ Tj Zj arbitraria sit, suppono originem hanc centrum gravitatis corpo* 
ris M esse; hinc conclnditur coordinatas absolutas centri gravitatis corpo-^ 
rum m, m\ etc. esse X-^x, F-|-y, Z-f-^? X-f-^j ^ + ^S ^ + «'y 
etc., coordinatas absolutas puncti cuiusyis horum corporum esse X^-^ 
!F4"^> ^•i"?»^"}"^^ ^•{•'^S ^"hfj ^^' ^ coordinatas absolutas 
puncti cuiusvis coiporis M esse X-f-S, F-j-^j ^"l-^i* Aequationea 
i^tur (8) et (11) X ei A suppeditantes non mutantor, aequationes Tero 
(t^ abeunt in has 

d^T+s)_ 1 /^\ , 1 /dj\ rf»(r+y)_ 1 rdX\, 1 ^dA\^ d^Z+B) _ l ^cUv i .d^x 
^(^+*0_ 1 /^'^ \ I 1/^A ^(W) _ l/<git^. l/<iU\ iP(Z+«f) _ 1 xcU \ 1 ^d^ 

etc etc. 



^ 
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Sididiiefi8 aeqostk>iiibini (13) a pfliieoedMfffbus ^ nandBciiiiiii' 



•.-•■' j 



il«a •" »\dj/+» V, dt/' MS^g/ ' A» "^ Vd^/ '^m\ii^J'M\dT/ ' ii««"" » Vt/+ »\dty M\dZ,y 



' ■ . - .ctCr « ■ etc' • ■•\ ' • 

quae aequationes differentiales motaam relativorum corporam mj tn\ etc 
icspefctu corporis M nmt , et motam relatinrai centrorom gravltMis hdim 
corporam detenniiiakity qaomodocimqae dimensibnes et'figarae corpoltM 
omninm sunt, dummodo distantiae partieaiamm unias o^rperis H partieal& 
rdiquoram corporom infinite parvae non eradant. 



<::•;. 



5. 

• 

Aeqaationes praecedentes ad fonnani simpUciorem redigere licet. Es 
indole qnantitatu A per aequationem. (11) datae facile reperitor esse-: . : 
/dA\ _ _ , f f a-S)dM.dm 

/AiN __ „ r r i^-s) dM. dm 

si igitor pomtor 

r—%sjj [(r-4?)'-H(V-5r)'H-(?^-z,)']i **^-*" 

nbi 'stammatio per 2?^ indicata ita intelligenda est, at coorcQnatae ^, ^9 S^ 
nec non massa dni ad omnia corpora m', ni'^ etc, excepto corpore m, 
deinceps referantur, coordinatae rero |, ij, ^ in terminis omnibas immu-* 
tatae remaneant, habemus 

itaqae ponendo 

Mm JJ V"(f.^»+(,.T)«+tt-Z.)» "^m JJ V ({-DHtt-flO^+tt-n» 

r r / /(g-g) cr-5)H-(i?-h (V^r)->.(e-z.) (r^zj ^ ^ 

s^yy [(r-/?)'-*-(ij'-r)«H.(r-z,)]* ^^;i? 

iMlbetHr 



Fr=« 



. ■ '» ■ ^ 



qaae motam relativnm centri graTitatis coiporis m detenninant Ponendo 
insnper 

_,_ M-*-/n rr dM . dm J_ iL 5» f T dm . dm 

~M^i/ [(r-^)^-f.(V'-r)'H-(r-z.)']' ''^•*" 

iibi IT' indicat coordinatas et massam corporis m" deinceps in coordinatas 
massasque corpomm omninm m, m"^ ni'\ etc, excepto corpore ni^ mo- 
tandas esse, coordinatas vero et massam corporis ni in terminis omnibos 
immutatas remanere debere, habetor 

dt'—\dt)' dt^~\difj' dt^~\dtiJ 
quae motnm relativum centri gravitatis corporis ni definiunt, et similes 
aeqnationes nanciscimur pro corporibus onmibus reliquis. 

6. 

Quum systematis nostri * Solaris corporum dimensiones respectu distan- 
tiamm eorum reciprocarum minutissimae sint, quantitates JV^ W^ etc com- 
modissime in partes duas dividuntur, quarum prior a figura corporum in- 
dependens est, altera vero e parametris superficierum corporum pendet, 
quae altera pars illa semper multo minor est Sint l,, iji, ^, coordinatae 
puncti cuiusyis coiporis m ad centrum gravitatis huius corporis relatae, 
£^i9 Vi9 Ti coordinatae puncti cuiusyis corporis ni ad centrum gravitatis 
huius corporis relatae, et sic porro. Hinc sequitur ut 

1=0? 4-1, ,1? =y +% 9 ?=«+?! 

etc. etc, 

Substitutis his valoribus in expressionibus ipsarum W^ W\ etc. art. 
praec., quantitates qnae sub signis integrationis continentur, in series infini- 
tas maxime convergentes et secundnm potestates productaque quantitatum 
(fi— ^O^C'?!— Vi)j(?i— O etc. et resp. quantitatum (Ix— S),(% — 2), 
({^x— Z), etc. progredientes, eyolyi possunt, quaram serierum primi ex hii 

2 
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qnantiiatibus independentes termini ex Xj jf^ Zy afj t/^ s^j etc. eodem mo- 
do compositi enmt, ut expressiones illae ex |, ij, ^, 1", ij', ^, etc. con- 
stant. HabeHHis igitur 

1 1 

(|-/g) (r-^ H-(y--y) (1? -y)-H(e~Z,) (r-Z,) _ jr/H-gy^H- W 

[(T-^^ -«- (i/-r)" -H (r-"Z,)»]i — T^ T ^ 



1 



1 , 

= -:?- + «^ 



*^(«-f )*+ (i?-V)* + (C-r)* ^ 

ubi F, 17 et t; series infinitas repraesentant secundum potestates productar 
que ipsarum (|z— *l^i) 9 (^i — ^9 etc. etc progredientes , et ubi brevitatis 
causa posui 

^^ = ix-xT + (y—y') + (*-*T 

r* = j?* + y* 4- -5' 

/^ = a:'^ 4- y'^ + 5j'* 

ita ut generaliter sit ^^^ siye .^^ distantia redproca corporum mO^} et 

f?t(^), nec non rO^) dbtantia corporis m(^) a corpore ilf. Formulae igitur 
art praec. ipsas W^ W*^ etc. suppeditantes abeunt in has 

W=x f- «JS — — z2!m ^ "^^lSm"// 

4. ^sffvdm .dni — jj^ nJJvdM . dni 

-f ^sffvdm .dni— ^ IfffvdM.dm" 

W = etc. 

et quum nunc quotientes differentiales ipsarum W^ ^, etc. respectu ipsa- 
i^i^ I9 ^9 £^9 1^9 ^'9 £^9 ^^c* i^esp. in quotientes differentiales respectu ipsa- 
rum or, y, js, x\ y\ z\ etc. transmutare nobis liceat, habemus loco aequa- 
tionum respectiyarum art. praec. has 

(14) I .*!f- — /^i^^ .tt — f^^\ -^— /<^y^ 

etc etc 



u 

quae aequationes diflferentiales mottii relativo coiponim m^ m\ etc. inTesti- 
gando inserviunt 



r 

Restat nobis ut quantitated Vj IJ ei v defimantmr. Si in qnantitate 
[(1—0' + {n—iT + (f— 01"* substituuntur valores j? + |„ y + i^„ 
^4~St9 6^c- ipsarnm 1, i}, ^9 etc. et si tum quantitas haec per methodo^ 
notas in seriem eyolyitur, facili opera nanciscimur usque ad quantitates 
tertii ordinis, 

„_ (^0(ii-r»)+(y-^)(i7»-r/,)+(«-oax-ro 

I 3 [(^-*^)(£x-ri)+(y-y^) (i7»-Vi)+(^i^) (tx-ri)? i (£x-r,)H(^»-i?^i)H(ei-r>)V i ^^ 



et eodem modo obtinentur 
«-_ ^ii-/g)+y(i?i-y)+«(t»-Zi) 



■•. « 



r» 



+ Y ^^^T^^CAr ,-a)+y(ij',-T)+-^tt',-z,)]« - 1 ^^±^^m-X)'+Wi''r)H.(i^^.z,n 

— 3 '^ <^' - »>+ i^ ^'^^;;^^ + '^ ^^» -^'> wr,-«)+«'tt.-»)-hj(n'i-T)+/(ih-i')+<j'i-».H<«;.-z,)] 

, (i,-g) (r.-g)+(»?,-r) (i?',-T)+(s.-z,)(s',-z,) , ^ 

Qaam qaantitates hae per elementa massarum multipUcandae et tum 
respectu massarum integrarum integrandae sint, animadrerto propiietatem 
notam centii gravitatis nobis suppeditare aequationes has 

fSdM = o fTdM z:^ fZ,dM =z o 

fi^dm =0 fij,dm — fi^dm — o 

f^jini = o frl.dni = o ft,dm' = o 

etc, etc. 

et quum integrationes dnpUces requisitae a se iAvicem independentes sint, 
haberi quoque pro biius corporibus 

2 * 



«. ■ 
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ffrj^^^dmdm' = o, etc. etc. 
ffSidMdm == o, etc. etc. 

Porro qanm quantitates fV^ W\ etc. ab orig^ine directioneqne coordinata- 
mm independentes sint, directiones has ad lubitam, et in diyersis ipsarum 
W^ W\ etc. terminis diyersas accipere nobis licet. Electis vero axibug 
coordinatarum axibus principalibus corporis umus e. g. corpqris M paral- 
lelis, habemus etiam 

fSrdM^o, fSZ,dM=o, fTZ^dM — o 

Quibus aequationibus omnibus adiuyantibus, expressiones praecedentes ipsa- 
rum F, V et 17, postquam per elementa debita massarum multiplicatae 
et integratae sunt, subministrant 

jjvdmdni=~J{{x^JY^^^ dm^^J^l^^^+^^^^^^^^] dm 

ubi li, iji, ^j axibus principalibus coiporis m parailelas esse supposui, porro 

~ 3 ~ /{l'(H-*')^+/(Sf+3/OT»+s^(H-^)Zi»5 rfM+ ^ 

^^^^'i±^^j,^,+^^ dm'^\ Mifi^^y^^ 

ubi S^ Tj Z^ axibus principalibus corporis M parallelas supposui. Quae 
expressiones monstrant quantitates ffVdMdm^ ffvdmdvfi et ffUdMdni 
esse quantitates secundi ordinis respectu dimensionum corporum ilf, m, m', 
etc, itaque quantitates perparvulas, quia corpora respectu distantiarum eo- 
mm reciprocarum parvula sunt. Systema.igitur corporum M^ m, m', etc, 
si a paucis discesseris, moyetur ac si massae in corporum centris gravita- 
tb tantum continerentur. Integralia vero ilraelcedeoli^9 'si ad corpora sy^ 
stematli nostri Soiaria adliibentur, alia quoqae ratione perparvula aunt. 



13 

No6im c^t theorema, secandam qaod panctom qaodcanqae exterias a Sphaera 
ita attrahitar, ac si massa Sphaerae huias in centro rias grayitatis tantam 
contineretar. Itaqae qaum corporum systematis nostri Solaris superficies a 
figara Sphaerae paallulam tantum differant: hac sola ratione iam integra* 
lia praecedentia perparvala esse debent. Ceteram quum post integrationes 

peractas terminas "^^JJ VdMdm per itf-j-^» et termini —JJvdmdni 

atque -rrJJUdMdni per ni muitiplicati sese praestent, et quum vis at- 

tractiva corporis piimarii M Ti attractiva corporum secundariorum seu per- 
tnrbantium m, m\ etc. semper multo maior sit, primus horum terminorum 
reliquis semper multo maior est. 

a 

Expressiones ipsarum JfVdMdm^ Jfvdmdni et ffUdMdni art. 
praec. reductionem adhuc admittunt. Consideremus terminum 

ubi secondum praecedentia coordinatae omnes axibus principalibus corporis 
jlf resp. parallelae esse debent. Sint a, 6, c coordinatae puncti caiusyis 
corporis ni ad centrum eius gravitatb relatae et aidbus dus principalibas 
resp. parailehie. Hinc habemus 

f, = aa4-/J64-yc 
rf^ = c'a -f /J'6 -f /c 
r, = ^'a -f ^'h + fc 

ubi quantitatum a^ ^, j^, a, etc. significatio ex theoria transformatioms 
coordinatarum nota est. Substitutis his expressionibus ipsarum ^^^ ri\j ^i 
in expressione praecedente, inyenitur, postquam termini per a&, oc et &c 
multiplicati, qui in integralibus evanescent, deleti erunt, 

(*'r.+y V.+»'f «+W.+<0 = («*+«'y+«''») l««^+«'y +«"*') a' 

+ (Px-l-^y+^'*)(p*+^y'+Mft' 

+ (y*-h''y+y"*)(y*'+yy+j'"a')c' 

. Ex theoria v ero transf ormationis coordinatarum seqoitur, (ax^ ay ^ d'z) 
esse expressionem transformatae coordinatae x in aiiam axi principalt 
ad quem a spectat parallelam; 03 ^ 4" ^^ 4" ^'^) ^'^® expressionem 
transformatae coordinatae y in aliam axi principali ad qaem 6 spe^ 
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ctat paraUelam, ei (/^ 4~ /y 4^ ^^''^) ^^® expretsionem transfiM>- 
matae loordmatae s in aliam axi principali ad quem c spectat paraU^ 
lam; nec non quantitates (ttj:' -j-a'y -{- «'«), i^x' J^ flj/ J^ ^'J) atque 
(}^j?'-^/y 4^/V) re^pectn ipsarum. j/, y' ^ vi eandem significationem har 
bere. Hinc concluditur coordinatas omnes quae in expressione 

continentur statim ad axes principales corporis tn referri possC) unde ex- 
pressio haec, quatenus in integraU nostro Vim habet, abit in 

«^'r.^ + yy'?'.*^*^'^.' 

Quum expressio (^li 4*2^^1 4~^^i)^ ^'^ casus spedaUs expressionis 
praecedentb, statim concludere Ucet loco eius expressionem hanc 

substitui posse, ubi coordinatae omnes axibus principaUbus corporis m pa- 
raUeia^ sunt, et eodem modo demonstratur loco quantitatig 

[(*-^') r. + (3^-y) V. + (»-»') r.r 

quantitatem 

{x-^rv + (y-y)^'." + (*-*')' r.' 

substitui posse, ubi coordinatae omnes axibus principaUbus corporis vi 
paraUelae esse debent. Hinc et quum quantitas ^^ ^^ rl^ -|- ^^ sraiper 
eandem Talorem liabeat, qaaecunqae est directio coordinatanun orthogoiiia-r 
ram, sequitur 

JTv dmdm'=z ^yj^^^-f.HO^/^^.^+C^-^f^^t.^j^J^-^i^f.H^/i^+f.^*» 
JfrUdMdm'= *i -^ ^Lt^±^Jy*s»+^^T»+^2z\^aM-l m '^'^%'^'^f \x^-T--{-z,'^iM 

— '^/{^(«+*')«*+»'(»+/)^+«^(H-OZ,»jdM+^»«+T»+Z,»}rf»f 

+^M'-fi^^^^r.'+yv.H^»r.«)*.'-|ji=2^±^±^ 

— 9 ;S^r .HWi/,*+«^«'i*} « 



■U, m. W B mma per/tfM ikiiiMipIiqtttt e^piAiMitiieiMiiies «x3iii9 
bn. .oorpMii iliv in ^ttrmiiiii^ peffrjAi»<>iiiill^ipUi^ati^^ omjmvrif 

bns principalibiis coiporis m, et in temiiw p#r ibtiV mnUipUcatis qQffr^- 
natiip omnes axibus p{i^cipalibas corpons m'. parallelae e^e debent 



.* I . • ( 



0. 

Statnamns cctfpioAftiiL 3f; ^Hi 'etfii' '^snpyflciclB qnasBbet^ eomm tamen 



^^iop^s respecfn ^F^taetiiinP mt^Vm V^^^.^%.^1^^^^ 
iategrBliB ffFdMdm primam partem hanc 



*::\\.: MiAj- . it ..,J 



Denotemns corporis M momenta inertiae; ,respe|ptn |U|nio^.pmcijpaUim . ^^^ 
3?, S resp. per A^ B, C, tnm erit 

/SW=i(^4.B^C); /r*iMf:iyj(C4-^— B); /Zjditf=f(B+C-^ 
«j j^osHhB^^^^e atijn^ C=^4^^, tefiressW jpmeodfona abii^fii hanc 

_ **_(;-c»^4.y«©jx.^(;^4-61 . ...-.(15) 

'^KMi^ t^riSj^ 'diiJ^Mii^ ii«ii"id8i' <»' diifereafils iV «T '» ttMMiMftonim 

^UUtr^tii^aM;: ebab^ iioih>''i^liqi^''aft. -^M^. 1M<JgraliiinotrKd8l>« «Milrtci- 
ttb; Jl' ^ 6^; %'«t^kt^ol' '^ f iiiomdttdMitr ibo^te coittMttiti M/ m «tiqp«4iir 
'^iiJ^<kK', ' etMhttttUnir: ' ^UtUk 'i^ evblutK^ ldtl^tadiii&''lii»ad!id(f^oco^ 
|M')^iitifrUati)[JA«s, '<iiiu ^i^AresiitflCt^) et eii^ «liriUes adireU^M art. pnieei ia- 
i^gM^ flevtiiiealt^ eq^reilioiD^ ^feii^', liofi ndiitts^Miii iMae ei$tte«tf»kieb 
Y^iHtdiiWlutfiuii diffii^entiartittt ittMi^iibt;' nkatiirestttti Ust^^lias-ailKM^ 
lid mfaMm obsetttteotMiii^listi^adiJi^ aptisierioii detemdnaii )^o«8iEi, «liiiMii 
coipomm flgnrae et lex eomm densitatis itasii!^'ittiilomettbi'iiHtrti«eMpifbii 
"ditol|hitari'fi6iip6i(8ilit.' •"••-•'•.? • • • •> ••'*-• •■■liirjr;:. ..,/;> 

"^ ISftitc se^iflttir; perlUliUliM^ e cort't>^ %t^ pteiviiii iifeirt ito seml^ >!»- 
aoate determinari i^osse, qnaliscnnqne sit eomm lex densitatis et saperficiefaiD 
flgura , modo eoram dlmeiiai^nea 'TQ^eeta eomm distanfiamm mataamm parra- • < <i i ' 
lae aiiit. , . Annotaodam est bto opuubus soperficielias rerolationis fieri A =: 9, 
etc. , qnare in hoc casa pertarbationes ^o qaoque corpore luam tantiun ex elas 
fllgma et denatete pendentem co^ittantqp contineiit Dcfootantibas ft riimm an- 

1~\. (^•'. •■■^' n^"\....(:^' ■' , '■ -^ , ."''••N ■'■' (•», 



46 



j/ijjjf* 



qoibns valoribng expressio (15) abit in 

3911 



r¥i^^^ 



lixij t'nvi[(i «>r.lf.n 



tae formnlae sinulis est. '= '* ''"^ '' '» ''■•'"'"1 '"^^ " ^'^Vi -il.:.3)Jui 

Ha« li^ todtileintegndiii^ iio$tci>i|if| jeiqplicasB^ h^Qileea^ate^j ev»- 
Intiones eomm nlteriores snsc^mn', qnando de perturbationibns Lnna^ a figura 

•s^aeriVceia1fM'ijrti8'feWirid'^t''-^ ....■,«..>,.. •,. -;».,,,..•: .mn>Hm^Al 

..|,| tionis constantium arbitrariam^, qnare talem mei(l^dam hanc, qoalis adhag 
aeqnationes adhibentla eit , -eiqjBciBi. ^•"' 'J •, '•; 

inktfs^ii^^ ;j,^^i^,^e^^biin^,^v^^,patp^fl,a|,4<^^ ^«iftj^ 

Qoum formnlae ad corpora tn\ m", etc. spectantes UJ^Ai^jif^gfa^ir^jaffff^j 

(16) -ii/T;tT ';ii,«i/.iih»ngjpiFH;'^'^'f 5f;f^^r)HSiv>'^^ *)i.J||^ii5rii(|»^^o;) ohoin ,ciu;g3 

.(-t : \ ii;.i( : inojljilof:.! udLil, :ii-ia»r i-.udiiui.q o-ui iso iiuij nnioiwtm Jim ^L 
sojnmmodo considerabo. Distribnia qnanntate fr m paries auas i ef a , ila 

'■l'"!!^ "i''' '"Ar—^^^ifP''^ JHi'" ''■* **^*1 ''''^'"''•''■'"^■'xi •"■•'•' ^'"^l -'»t ■'JiciJi) (•'■*'* 
-ai: aivaif. u tsuciiiiu>ioa9(i .lunnilnua mp^iUilBaopjrudluaitiiaii 'jifiiJMtob l^> 4;uta& 

"^ $=(!s)+(S).^=(S+(l5.l=®-^(f:f 



17 



rappono integralia rigorosa aequatioiiiini 



esse haec 



iU^ ~ KdsJ ^ dt^ ~\ dy J ^ ^ 



x = X\ y=r , « = z 



=(^) 



iibi igitur X, YyZ functiones notae constantiam arbitrariarum sex 

«5 *5 c, e,/, g^ 

his integrationibns introductanim et temporis f snnt In casn, quem pr6«» 
prie tractamus, X, F, Z functiones finitae harum quantitatam sunt, con- 
clusiones vero sequentes nullo modo laeduntur, si X^ F, Z series infinitae 
sint. Quae aequationes (19) bis differentiatae, dum tempus, quatemis ex- 
plicite in iis continetur, variabile tantnm habetur, aequationibus (18) sa- 
tbfacere debent, iisdem vero bis differentiatis, dum constantes iilae arbitra- 
riae variabiles et qoidem functiones temporis spectantur, aequaiiones nan- 
ciscimur, quibus aequationes (16) aequari licet. Quum vero hoc modo ad* 
constantes sex variabiles factas determinandas non nisi aeqoationes tres 
nacti simus , tres alias conditioiles ad lubitum assuniere licet. Ut formu- ^^ 
lae, quibus constantes hae variabiles factae determinandae sunt^ aequatio- 
nes differentiales prifni ordinis fiant, geometrae aequatkmes conditionales 
semper adhibuerunt has 

•= (^) *"+(■!) *+--+(^)* 

quibus praet^rea efiBcitur, ut differentialia primA aequationum (19) eiusdem 
formae^sint, sive constantes arbitrariae variabiles sive constantes spectantur. 
Aequatioiiibus igitur (19) semel differentiatis , emergunt 

dx _ /dX\ ^ _ /iY\ . d%^ _ /dZ\ 
dt ~ \dtj' di ~ \dtJ^' dt ~\dty 

qoae itennii diffBrwtiatae snppeditant 



•-(18) 



(19) 



(20) 



18 



m-\ ^-c^>+c^)w+ct)f+-+cf)^ 

ubi signomm ;r^, y^, j», introdactorum haec est significatio 



*'— dt ~y. dt J ' ^' —' dt ~ K.dtJ' '^' ~~ dt~y.dtJ 



Qvma. pw hjpoth^ain haheator 



a^ J^\.dsJ'' \.dt' J — vdy-/» y.dt*J "~vrf> 



) 



a^nationes |»raetiedent«s , snbstitntis Taloribus ipsamm ^ , r| , jtI ex (17) 
desumendis, abeunt in has 

(22).....j (;^^(^)^+(^)^^.etc.+ Cf)| 

(D=C^)S+C^)^+«*«-+C-^)^ 

qtM qBltt, xqawtoHhwft (20)t iwMtae problema MiimaL, 



11. 

Ut aequationes simpliciores nanciscamnr , habeatur JR pro functioue 
ipsarum a, 6, c, eta Itaque quum quantitas W in praecedentibus expli- 
cata quantitates x^^ j/,^ z, non cQHtineat, habemu9 

CD=(^ O + C^ CB + C^ C£) 

\.dhJ ~\dsJ y^bJ ^ KiyJ yJlJ ^ V.<fa-/ K4iJ 

etc. etc« 

lam si aequationes (22) adduntur, postquam resp. per (^ , (^~) , T— J 
multiplicatae erunt, obtinetur ope primM aeqoi^miiM .]HrMC6dwti^ .. 



u 

+{C^)C£)+Cf)(D+C^)(S)|* f 

, I - (RtC 

+Kt)C£)+C^)a)+C^)(S)j<^ : 

Moltiplicata yero prima aeqaationum (20) per C-t^j 9 secunda per f;4f\ • 
el tettia per T—^ J , *nanciscimar addendo 

•=|G^ C^)+dD C^^+CDC^)!*- 
+lGt> C^)+ d) C^) +(S) C^)| * 

4- etc. 

+|CS)C^)+(|)C^)+(5|)C^)|* / 

Subtracta hac aequatione a praecedente, emergit 
ubi cfa ettminata «st, et «hl 

(- ») = C£) C^) + CD C-l^) + (S) C^) 

KdaJ \ulbJ y.daJ y~dbJ KdaJ ^^ 

(»"') =C£) C^) +(2) C^) + (S) C^) 

V rffl ^ y^cJ V. da ^ Vrfc^' V lia ^ VAv/ 

etc. etc. 

Eodem modo emergunt aequation^s pM (^^ 9 Cd^' ^^' ^^^ ooefficien- 

tes ipsamm da, d&, etc. omhes mtttatis miitaadls et aei|aationibu8 (23) 
petendi sunt, unde habetur 

(6,a) = — (11,6); (^,a)= — (a,c); ctc, 

Quibus aequatioiubiM congestis^ Itajbeimis 



•••••• 



(23) 



(24) 



(^dt=: (o, ft) c» + (a, c) dc +<a,c)dc 4- (a,/)d/ 4- («,g)crgr 
(^rft = -(a,6)da + (ft,c)dc + (6, c)dc4-(6,/)d/+(6,^)dff 
(l^ dt = -(a, c) da -(6,c) dft + (c, c) dc^- (c,/) d/4-(c,g-) dg 

C^dt = — ia,f)da-{b,f)db — ic,f)dc—ie,f)de + (f,g)dg 

(g)dt = -(a,^)da-(6,^)d6-(c,ff)dc-(c,^)dc-(/,ff)4f 

ubi coefficientes ipsaram da^ db^ etc. omnes mutatis mutandis ex aequatio- 
mbus (23) petendi sunt. Quibus coefficientibus in casu quoque speciali 
computatis, differentialia singula dOj dbj etc. facili eliminatione per quo- 
tientes differentiales ipsius JR exprimuntur, ita ut denique habeatur 

da= [a,6](^^*4-[«,c](g)d«4-...4.[a,^]Q^)dt 

(25)......) dA=.-[a, 6] (^dt^ [b,c] ("^ dt + ...+ [b,g](^dt 

etc. etc. 

dg = -[a,g](^dt-[b,g](f)dt-...-[f,g](^dt 

designantibas [a, 6] , [a, c] , etc. coefficientes hac eliminatione ortos. * 



12. 

« 

Coefficientes (a, b) , (a, c) , etc. nec non [a, b] , [o, c] , etc. pro- 
tprietate hac insigni gaudent, quod tempus explicite non continent, quod 
|theorema sequenti modo demonstrari potest. Differentiata prima aequa* 

tione (23) respectu temporis, habetur, quia j?^ = --, etc. 

^ (g> *) _ f^~\ f.^fL\ I r^"^ r<Py/^ 1 r^~\ f^^jL^ 

dt — y^aJyMdtJ'^\^aJyMdtJ'^ydaJ\.4adtJ 

-_ f^fL\ f^ — f£sL\ r^"i _ f^''^ r*ii 

KdadtJ \^bJ Kda dtJ VrfA-/ Vuia &>' V.«tt-/ 
Aeqoationes vero (16) sunt 

dx, _ i^£^"\ ^ _ /-rfy-N &, _ /-dy^ 



2t 

ubi notandvn est qnantitatem W ipsas x^, y,^ %, non continere. Hinc 
differentiando inTeniuntor 

dadi Kds^ J y.daJ * V.rfjFdy J \.daJ "»" Vdjf rfa^ VdaJ 
d^rft — V.djf2 J V.d6J » V.dxd2fJ VdAJ « VrfjrfzJ Vrf^J 

etc. etc. 

Qaodsi aeqnationes hae in valore praecedenti ipsius \^ sabstituuntor, ter- 
mini omnes eyanescunt, itaque fit 

et eodem modo demonstratur esse 

— -r- — = o • — Ti — = o • etc. etc. 

unde sequitur quantitates (a, 6), etc. tempus explicite non continere. 
Quum yero quantitates biae tempus non contineant, ipsae [a, &], etc. etiam 
tempus continere non possunt 



13. 

Quae sunt momenta praecipua methodi yariatioms constantium arbi- 
trariarum, qualis ab ilL Lagrange expolita est. Quum problema nostrum, 
sicut problemata complura Mechanicae, in eo consistat, ut aut coordinatae 
x^ jfy 2,' j/, y, si^ etc. aut coordinatae corporum alio quodam modo in 
spatio sitae in functione temporis exhibeantur: primum integ^ione aequa- 
tionum (18) coordinatae in fiinctione temporis et quantitatum a, 6, c, etc. 
enmntur, et deinde integratione aequationum (25) quandtates a, 6, c, etc. 
in functione temporis exhibentur, unde denique, ipsts a, fr, c, etc. elinn- 
natis, coordinatae in functione temporis explicita eliciuntur. Quae igitur 
methodus, praeterea quod in applicatione ad systema nostnim Solare in- 
commodt quid, olim a me explicati, habet, per ambages ad solutionem 
problematis perducit. Nam coordinatae in functione explicita temporis exhi- 
bendae, reyera in functione temporb et quantitatum a, 6, etc, quae fun- 
Gtiones implicitM temporis* sunt, exhibentur. En yero hmus methodi emen- 



dationem, qaa efficitur, ut coordiaaiae stato in fimctioBe expUcita. tenH 
poris determinentar, et qua simul incommoda illa amoTentwr. 

In praecedentibns Bupposuimns o^ b^ c^ e^ f^ g esse coojitanteg arbi- 
trarias integratione aequationum (18) in expressionibus ipsamm x^ y^ % in- 
troductas. Sed perfacile inteliigitur conclusiones praecedentes omnes, et 
inter has nominatim aequationes (24), locum quoque habere, si o, 6, c, 
e^ f^ g functiones quaecunque essent constantium arbitrariarum, quas in- 
tegratio illa revera introduxerat. Sit A fiinctio quaedam constantium a, &, 
etc, tum aequatione inter A atque a, 6, c, etc. respectn constantis umu 
e. g. respectu a resoluta, habetur 

a = funct. {Aj 6, c, e, /, g) 

qua aequatione constans a e functionibus X, Y^ Z aequationum (19) 
eliminare licet, ita, ut x^ y^ z functiones evadant constantium A^ b^ Cj 
e, y*, g*. Quibus factis, methodus modo explicata aequationes suppeditat 
ipsis (23) et (24) plane similes, quibus vero ubique A loco a inest. Quae 
conclusiones quum locum habeant, quomodocunque sunt constantes reliquae, 
quibus in functione 

A = funct. (a, 6, c, e, f^ g) 

quantitates o, 6, c, etc. inter se coniunguntur; supponere nobis licet, huic 
fnnctioni quantitatem qnandam arbitrariam r inesse, dofflmodo in fonnulis, 
in quibus a, 6, c, etc. variabiles tractandae snnt, ipsa r constans pona* 
tur. Quantitas indeterminata haee t^ quia indeterminata est, post integxa- 
tiones aequationum (23) peractas ad lubitum determinari potest; ponendo 
yero post integrationes has peractas t = t^ novam methodi yariationia 
constantium arbitrariarum applicationem assequenrar, latioremque ei cam- 
pum aperiemus. Quem in finem ante omnia hoc est demonstrandum, qao4 
in nostra perturbationum theoria fundamentale did potest 

Theorema. 

QuotieB loco aliquot conatantium arbitrmiatum a^b,Cj etc. oUguatnr 
totidem conatoides arbitrariae A^ P, etc, quae ex conUantibm UUa et 
ex quantitate indeterrmnata t taU modo compositae sunty qmdi quanti^ 
tatee quaeUbet Ly G, etc. ex iiedem conatanlibue a, b^ e^ €tc. et ex 



tempQire i eoMtmt: valarea veri juantitatum L, Gy etc aequatiombm 
(17) reapendemtes^ quoe vudores perturbatae appdlaho^ obtinemtur^ si im 
aequatioHibus (25) ad ipeas A^ JT, eic appiicatie poet integrationes 

peractae w in t muiiUa erit. 

• • • 

Demanstratio. 

Sint datae quantitates duae quaelibet £ atque 6, functiones temporis 
t et constantium arbitrariarum a, &, c, etc, ita ut habeatur 

L = V {t, a,b, c, e,/, g) i ^^^ 
G = n (t, a, 6, c, c, /, g^) S 

denotantibus ^ atque II functiones quasdam. Assomantur 

^ = «^ (r, a, 6, c, e,/, ^) j (j?) 

r = n (r, a, 6, c, c,/, ^) i 

Ex his expressionibus yalores duarum constantium arbitranarumy e. g. a et 
b elici possunt, quibus in functionibu» X, F, Z aequationum (19) a et 
6 eliminare licet. Quo facto habetnr 

denotante % fiinctionem quandam, et simiies expressione» nanciscimur pro 
y et J8, unde j:^, y,^ z, quoque functiones earundem quantitatum redditae 
sunt.^ Itaque ponendo A loco a et P loco &, peryenitur ope yalomm 
praecedentium ipsarum ^, y, etc ad aequationes (25) pro dA^ iiF, dc, 
etc quae in hoc casu indeterminatam x quoque continent. Qnae aequatio- 
nes integratae yalores perturbatos ipsarum Ay F^ c^ e^ f^ g suppeditanL 
Quibtts absolntis, yalores ipsarum a et 6 ex (27) eliciti et in (26) sub* 
stituti suppeditant 

i = 9 (*, r, A, r, c, e,/, g) 
G=zF{t, r, A, r, c, e,/, g^) 

ubi 9 et JF" fiinctiones qnasdam designant. Quantitates L ei G hoc modo 
exhibitae, si yalores pertnrbati ipsamm A, r, c, etcr substituti erunt, 
fiihctiones expiicitae temporis redduntur, quae praeterea quantitatem inde- 
temunatam t duplici modo continent Nam t functiombu» tp ei F ante 



(28) 



u 

▼alores perturbatos ipsamm ^, F, c, etc. snbstitittos inest, et substitntioiie 
honim yalonim denuo reprodacitur. lidem Talores pertnrbati ipsaram £ 
et G obtinentur, substituendo valores perturbatos ipsarum a, &, e, etc. in 
aequationibus (26) , quae in hoc casu ipsam r non contuient. Qunm^yerq 
yalores hi ipsarum JL et G cum iilis congruere debeant, concluditur in 
aequationibus (28) post sidistitutiones ipsarom A^ JT, c, etc. peractas 
quantitatem x sua sponte eyanescere debere. 

Inquiramus in indolem harum functionum. Quem in finem yalores 
perturbati ipsarum Xr et 6 ex (28) eliciti et respectu temporis differentiati 
suppeditant 

dh _dq> . rd^^ dd , rdqp-V dV . rdq>^ rfc , 

dt ~ dt » yjdAJ dt ^ VJrJ m » \.dcJ di ^ ®^^* 

dG _ dF I rdF^ dA I rdF^ dr , rdF^ dc , 

dt —li^ KIaJ Tt ^ KdrJ di ^ y.diJ dt ^ ^^' 

sed ex (27) emergunt 

dA _ rd^^ da , r6^-\ dfr , rdr\ ^ JL etc 

dt V.daJ dt ^ \.dbJ dt '^ y.dcJ dt ^ 



dr 
dt 



Cd/T"\ da I rdIT\ db • rdlT^ dc , . 
d^ J di + \jdbJ Tt "T- yjd^J di "T «^^- 



unde 



dL_ dq> xXf^^ c^jl\jl c^ c^nw ^xrc^'^ C'^^ jl c^ c^bw — 

dT"^ df* '^XXdAJ VdaJ^ \.drJ KdaJj dt » LVrf^ VdbJ "» V.drJ V.dft^J dl 

+[CSCg)+{S) CtD + C^D] S+ «^ 

d[F~ d* ^Lv.d^ Vda J » VdrJ Vda JJ dt '^WdAJ \JibJ'^ KdrJ y^dbJj dt 

+[CS)CS)+aDCf) + C£)] £+«««• 

Aeqaationes vero (26) suppeditant 

dL_d^, rdr\ da , rdf\ db , rrf«A t 4. eU: 

M~ dt ^ \.daJ dt ^ Vrf5 J dt ^ ^dcJ dt ^ ^' 

do _dn, rdn>. da , rdiT\ d» , rdirv de , 

lu — di'^' yJdiJ Tt ■!" y.lbJ di "T K.luJ Tt ^ ^^ 

qnae cum illis tesp. identicae esse debent. Itaqne 



t 'i% 



♦•:''••'■- dtp .^ :4§p , -dFi > j . ■dfT .::..■•■:•■ ...,,i 

itt 4« ' dt dt 

XjdjiJy.dmJ^^K^rJy.duJ^KdaJ^ K.dAJ\daJ'^\.drJ\.daJ^\.daJ 

\.dAJ\.dbJ^\.drJy,dhJ^y.dbJ^ KdAJ\,dbJ^v.drJy..dhJ^y.dhJ 

elc etc •. , 

^iaaruii nltiinae sex sappeditant 

(S)='. Cg)=- C?>'. --GD- GD=>. CS=— 

itaque ^=^, cui prima aequatio praecedens subiungit conditionem, ut 
tempus, quatenus <ex constantibus arbitrariis yariabiles factis non proyenit, in 
fiulctionibus cp et ^0 siye in op et ^eodemmodo contineatur; porro 
F—F^ cui secunda aeqnatio praecedens subiungit conditionem, ut tempus, 
quatenlis ex constantibus arbitrariis yariabiies factis non proyenit, in fUnctio^ 
nibus F ei II siye in JPet V eodem modo contineatur, quibus conditio- 
lubus satisfit, si post integrationes in fdnctionibus ^ et P ir in I mutatur. 
Functionibus igitur (p et f opus non est, statim enim obtine^tur yalores 
perturbati ipsarum L atque Cr, si in aequationibus (25)9 qv&e yalores per- 
itErbatos ipsarum A atqae F suppeditant, post integrationes peractag if in t 
Hibtatur; quod est theorema nostrum, quoties dnae functiones quaedam ye^ 
nti G et Xr dantur, et eodem modo dieorema demonstratur, quoties plures 
fnnctiones huius generis adsunt ^). 

14. 

Theorema art. praec. quamyis generaliter yk^eat, quomodocunque 
functiones L^ 6, etc. compositae sunt, sensu tamen stricto ad earum com* 
positionem modo referendum est, quod yero ad earum significatio- 
nem pertinet, respectu aequationum (18) et respectu aequationum (16) 
dbcrimen essentiaie interesse potest. Quae huius theorematis conditio se- 
qnentibus iilustratur. 



*) Aliam huiiu thoorematit demonstrationem tbeoromate Tayloriano fdndatam inToiuet io 
nAMtxon. Nachr.'' Ko. 250. 
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Integralia aeqaationam (16) Tel (17) in praeeedentibus ita determi- 
nayimus, ut eandem formam habeant, sive jR est cifrae aequalis Are nojL 
Itaque coordinatae x^ y^ % ei proinile fiuictio qaadibet ipsamm x^ y^ % 
proprietate hac gaudent, qubd eandeni foi^^m habent, sive ad aequaitior 
nes (17) sive ad (18) referuntur. Item, aequationes (20) probant, qup- 
tientes diflFerentiales primi ordinis ipsanun ^, y^ s respectn (ieniporis i^ 
utroque casu eiusdem formae quoque esse. Aequationes vero (21) demon- 

strant, quotientes diflferentiales secundi ordinis -2^9-^9 7^9 nec D|Ki(pit^ 

tientes diflfereotitles ordinum altiorum omnes in utooque casu formafn eaiidem 
non habere. Ergo quoties Xr, G, etc. sunt aut ipsae functiones ipsa- 
rum x^ y^ %y x,^ y,^ %,^ aut ad fiinctiones harum quantitatum reducuntur, 
non modo earum compositio, sed etiam earum significatio respectu aequar 
tionum (18) et respectu aequationum (16) eadem est; igitur integralia 
fdA^ fdr^ etc. post x \n t mutatam, non modo respectu eorum compo- 
sitionis sed etiam respectu eorum significationis yaiores perturbatos ipsaruin 
L^ Gj etc. praebebunt. Quoties vero functiones Lj G^ etc. aut praeter 

iUas quantitateji insuper ~, etc. -^ etc. etc. continent, aut function^ 

modo horum quotiQQtum ^unt, integralia Ula jpoodo quantaui ad «arui|i 
vconpositionem yaiores pkertttrhatos ipsai^um £9 i&, etc, hoc est y^iQr 
4es pertuishato» func^ioniaii. in qnas L^ fir, ^ete* :trani»«bMt, n y^li^r- 

d^x d^x 

teili]psanim'^, ^ etCi etc. per constantes arbitrarias a, by c^ etc 'Cft 

per tempus expressi substituti fuerint, subministrabunt, quod attinet ad ek- 
rum significationem , haec respectu aequationum (17) ab earum significa- 
tione respectu aequationum (18) necessario diflTert. 

SiL denotat functionem ipsarum x^ y^ %j absque x,^ y,y %,^ diflfe* 
xentiaUbiisque ordinum altiorum, aequationes (20) statim suppeditant 

Si igitur et yalor perturbatus ipsius L et yalor perturbatus ipsius A diflfi^ 
rentiatur, habetur statim 



dL f^-^ 



'-t 



designante linea superposita post diflTerentiationem v in i inutimdarti esse* 



t\ 



15. 

• 

En eoram qaae in praecedentibus exposui applicationem. Eiectis 
constantibus arbitrariis tribus A^ JT, etc. quae ex constantibus arbitrariis 
a, 6, e, etc. et ex quantitate indeterminata z eodem modo compositae 
sjmi, qua coordinatae tres quaelibet, per quas sifus corporis m m spatio 
determinatur; electisque constantibus arbitrariis aiialogis pro corpclribas m^ 
m'\ etc; si valores perturbati harum constantium metbodo in praecedenti- 
bng expiicsita eomputati fnerint, nanciscemur statim valorei^ pertnrbatos^ oiim^ 
ordinatamm mutando t in i in yaloribug perturiiatis- constantinm tttbteariah' 
rum A^ r^ etc. Problema igitur hoc: datis Tiribus quae systema corpo- 
rum nrgent, invenire coordinatas horom corporum in functione temporis, 
ex praecedentibuA solvimns. 



16. 



«. 



« = 35:;;^?-^.. 



L_ ^. „. «±»±» + 1^^^ . ^ 



+ -71i? ^ ^ iT^d^ • d^'— Tn4 ^ ^' ffvdM.dni 

» m(ilf-4-m) JJ MiM-^m) JJ 

ita . nt, T repraesentet yjm primariam ^t Si yires secundarias seu perturbar 
trke» quae corpus m urgent. Nota sunt integralia aequationum (18) haeq 

. -w z=z r cos (tt — fi) cos tf — r ^in (t; -^ 0) edn coa i 

y = r Gos (r — fl) sin ^" ** *i" iP T ^) ^^^ ^ ^o* » 
2 = r sin {v — fl) sin i ^ 

ubi r radium vectorem, v longitudinem yeram in orbita, t inclinationem 
orbitae piani ad planum iixum ipsarum ccy^ quod in ^patio ad iubitum si- 
tum esse potest, et longpltudinem nodi asceiidentis orbitae plani cnm 
planp ipsarum xy denotat. Quum expressipnes piane analogas pro cor^ 
poribus ni^ m'\ etc. nancbcamur, ad has non explicite rf^piciam. 

""■ 4 ♦'■■■■ ' "'" 



:>< j 



Praecepta praecedentia ad motum corpomm coelestium inyestigandnm 
applicaturi ponimus esse ! 

r 

tum, ponendo 11 = x(Af 4^m) /3, elicitur ex aitt. 6. atqne 10. -'«'^^' 



2S 

Coordinataram fonna generalis est haec 

« = «J + M + y„e 

denotaiitibus |; i} atque ^ coordinatas arbitrarias. Valores simpficissimos 

'.'■»•'.. . ■ ■ « . ■ . •• 

ipsis g, 1}. ^ attnbainius ponendo 

g = r cos/ , i^ = r sin/ , f = o 

ubi/ egt anonialia vera. Si valores hi ips^unm x, y^ % c«m iilis oompa»- 
rati es^ et si ad aequationes conditionales has respexeris 

«' + ^' + y* = 1 , ««, + P^, + 97, = o 

< + ft' + rr = 1 , ««„ + m, + J7„ = o 

< + Pl + 7l=i. ««„ + ftft, + 7.7„ = o 
inyeniuntur 

a = cos o cos — sin o sin cos t 

^ = — sin 09 cos — cos co sin cos t 

]/ = , sm 6 sm t 

a = cos G) sin -f" ^^ ^ ^^^ ^ ^^^ ^ 

(30)m*.../ ^^ = — mn ca sin ^ 4~ <^<)s ^ ^s ^ <^^ ' 

y^ = — cos sin t 

a = sin o sin t 

^ = ! cos Q sin t 

y = COS t 

ubi (D est arcus inter locum periheiii et nodum interceptus. Radius ve- 
ctor et anomalia vera ex elementis a semiaxi maiore, n motu medio in 
unitate temporis absoluto^ ae excentricitate et e anomalia media certae de- 
terminataeque epochae riispondente aequationibus pendent his 

r cos f z=. a cos u — ae 
r 9in' f = a^T^ . sin u 

u — e sin it = nf 4* ^ 
«V = « (M + m) 

ubi angulus auxiliaris u est anomalia excentrica. Denique aeqaationes con* 
ditionales supta «liatae reeijiroce ' suppeditant 



«* + «' + «« = 1 » «^ + «A + «A = 
. ^' + ft' + ^: = 1 , «y + «,r, + «X =.0 ]"-.(3i) 

y* + r: + n^ = i » ^y + ftn + P„r„ = «^ 

11. 

In integralibiis aequationum (18), quae in art. praecedente ailata rant, 
elementa 8ex a, e^ c, (d, i\ 0, constante» arbitrariae integratione intro- 
dactae snnt. Loco horum elementorum a, e, c introducam constantes ar- 
Intrarias sive elementa ff^ q, (p^^ quae ex elementis a, e, c et ex quanti- 

tate indeterminata t taii modo composita sint, quali fyVet^ex iisdem 
elementis et ex tempore t constant. Erunt nobb igitur 



Q eos 9) =: a cos v — ae 
Q mt fp -=2 a K"!— c* . sin p 
V — e Aa V :=z nt -^^ c 



....(31*) 






t» 



nbi t^ est angnlus auxiliaris ipsi u respondens^ Loco elementorum o^ i^ S 
ihtroducam alia tria %, ^, 6^ quae infra explici^buntur. 

Elementa igitur a, c, e,(D, 1, functiones sunt elementorum 9, q, 
7,9 Z9 ^09 ^9 et reciproce elementa haec functiones sunt illorum. Coor- 
dinatae or, y, js, quae supra functiones elementorum illorum exhibitae sunt, 
non minus quam /2, quae in art. praec. functio coordinatarum exhibita est, 
functiones elementorum horum spectari possunt Quum in expressionibin 
(29) quantitates a, /), etc. tempus non eontineant^ habemus 

*, = %i + ?»% 

ubi 

Praeterea quum <p, <p, et q fanctiones sint elementorum a, c, e, qoae in 
a^ P etc. non continentur, emergunt 

^ C^) = - C^) + c C^) . C^) = ' Cf ) + " (10 



et similes expressiones nailcisciinur pto qaotientibos differeotialibvs ipsarum 
^, X, y^ y^^ a^ %^ et respectit ipsamin ^> et q, et respectn ipsius 9. 
Substitutis his expressionibus in prima aequatione (23) 9 postquam in ea 9 
loco a et ff^ loco 6 scripta est, inyenitur propter aequationes conditiona- 
les (31) 

e qua aequatione mutatis mutandis Talores quantitatum (9, q) et (9^ q) 
obtinemus. 

Porro quum ^, '^, <t functiones sint elementorum o, I, ^, qiiae in 
£ et 1} non continentur, elicitur 

dp = ap «+ 0?) ' ' ct) =Ci) «• + CD » 

quibus plane similes sunt expressiones pro qudtientibus differentialibus ipsa- 
rum ^9 ^,9 ^9 ^,9 ^9 ^, et respectu ipsarum «^ et (^9 et respectu ipsius %• 
Substitutis his expressionibus nec non expressionibus praecedentibus pro 
quotientibus differentialibus respectu tf in prima aequatione (SS), postquam 
9 loco a et % loco 6 scripta est, obtinemus^ quia aequationes conditiona* 
les (31) praebent 

«da + ada +a^dfa^=o 9 ^d^ ^-ftc/ft 4.y^dy^ = o 
«d^4-«d^, + a^d^^^= - ^a-iJd«— jj>^ 

exp^essionem hanc 

(33)...... (,, X) = - 1 (! OP + ft Cf) + 0. C^) I i^^^' 

e qna mutatis mutandis expressiones ipsanun iff^^i?)^ (."Pi ^)i df,^ Z)» 

(9,» ^) » (9",' <^) 5 (e» Z) j (<?» ^) «t ((?» «) emergunt 

Denique quotientibus differentialibus coordinatarum respectn % et ^ io 
prima aequatione (23), postquam % loco a et ^ loco 6 scripta est, sob- 
stitutis, emerg^t 

/-da-^ rdfi^ , rdar\ fdfi.~\ , rda„'\ rd(i,r\ 



AdBomento aeqaationiun condftionalium «rt^ praec. facije reperitor identico» 
aut aequatioues has 

d« = ^ (pda + ftd«, -|- ft,dO -f 7 0"^« -f r rf«, + yA> 

d^ = — « (^« + ftd«, + ft,d«„) + f (yd^ -t- 7,dp, + r,dft,> 

d«,= ft (/wa 4- ft*'", + ft,*»,,) + r, (y**" f /A + y >«) " 

rfft = — «, (pd« + ftd«, + ft,d«„) + y, W + y,c^, + rM 

*«„= ft,(^«'«+ft<'«.+ft,*«„)+y„(j^« + yA +/>.,) 
dft,= — «„ (^« + ftd«, + M«„) + r/, (J"'^ + 7,*^. + ^«''ft) 

Snbstitatis his yalonbus ipsanim duy dp^ da^ etc. in aequatione praece* 
denti, elicitor 

^"*"*^"*''*|-K^)+'.CS)+r,(^)!|rG!)+n(g)+r,(§)ji 

e qua mutatis mutanAs expressiones ipsarum (^, C) atque ('^, (T) nan- 
cSscimuf. 






18, 

' Ad quotientes ^fferentialesy qnos formulae art praec. requininfy obti- 
nendos , habetur primum ^ = r cos f, fi = r sin f* Quum yero secundum 
art. 12. in CTolutis quantitatibus (9, 9^, (9), q) etc. tempus eranescere 
debeaty ad libitujh loco t ralorem quem}ibet substituere nobb licet, quariei 
ut earum computatio tantum, quantum fieri potest, contrahatur^ popam t 
loco t. Hinc emer^uni 

i=zQ cos (p i 7^=: Q nin q) 

quae ipsae per se functiones ipsarum q ei q) absque elementis o, c, e, etc. 
sese praestant* Habemus igitur statim 

(^)=^<?«n<jp;(^) = o,'(|) = co99, 

(^)= (?co8«)p;(;^) = o;(^ = 8i»y 

Porro Bcnpta t loco f, ipsae S, ^t ij^ abeunt in quotientes differentiaies 
Ipmtlm^ I' et 1} respectu r, unde, differenti^one secundum regulas notas 
instituta, elicitur 



. , '1 



aR0 , an cos cp 



Aeqnatio ¥ero 9)^ = — |ri—e» praebet 



a<n 



ande 

» <i*>i'giny x(3f-4-m)9iiiy 

Quantitas igitiur |^ fiinctio reddita est ipsarum tp^ q et (p^ absque elemen- 
tis a, c, e, etc quare statim ex aequatione praecedente inTenitnr 

* I 

Qaum in yalore ipsius ij^ supra allato elementa a atque e haud aeque 
fiicile eliminari possint, ad eius diflferentialia partialia respectu <Py ^, et q 
obtinenda yiam aliam ingrediemur. Si ex vaioribus ipsarum i^ '^j i,9 % 
mpdo datia computatur quantitas ^ij^ — i^rjj qua praeterea opus est, fadle 
invenitur 

H — in = «'« yT^ = q\ 

quae qnanfitas igitur functionem ipsarum q et €p^ absque elementis o^ c^ e, 
etc. sese praestat. Ideo diflferentiata praebet 

unde 

r^"^ v, fdt\ , v, ('^•\ , l r^"^ 

\M<pJ — I \Mq,J T" g \^q>J "T* g V.dy^ 

substitutis yaloribus ipsarum CJ-^j c^c. ex praecedentibus desumendisy ha« 
betnr denique 



/^^^4- •* wn9(c-coiy) ^ /^dii, "^^i tf^C^^ co»y - coi^ y) ^ /"dy,'^^ <m ^ 3-f^oofy-gcot^ 

lam omnia praesto sant qnae ad cotnputationem ipsarum (g?, (p^) , (99 9) 
atqne (9? , q) requiruntor, et substitutis quotientibus diflferentialibus in hoc 
articulo inyentis in aequatione (32) et in eius similibus, emergunt 
r \ « i- \ o o^nVi^ ttn e 

ifpy^) = Q 5 (9. C) = 2 :^= 



cosg) 






ipsamm (jt- J9 etc. Adiumento hamm aequationum et aequationum con(fi- 



da 

tionalium memoratarum inyenitur statim non modo 



" O + A C^) + 0. C^) = • 

sed etiam omnes quantitates reliquae huius generis cifrae aequales inye* 

muntur. 

« 

Expressio ipsius |)}^ — 1^9} supra inyenta differentiata suppeditat 

5 



^■'. i 



>. ^ ^^ sin y (2 -4" g cos y) 

ISP^W — ccos9>(l — e^) 

Ad reliqnas quantitates (9, ^), etc. eyolyendas necesse est, elementa ad- 
huc indeterminata ;(, «0 et (T determinentur*. Quem in finem, et ut quanti- 
tates (9>9 x)? ^^^* simplicissimae eyadant, pono 

oCD + aC^D + aC^O^i 

/C^P + '. C$) + n, Ct) = » H**» 

rC^D + nCB + '.C^) = * 

quibus aequationibus propter aequationes conditionales (31) satisfaciunt ya* 
lores hi 



84 

Qaae oimiia siini qaae ad coinpiitationem ipsantm (9^9 x) 9 ^^ reqninoitarf 
et facili opera inyenitor per aequationes (33) et (34) et per eamm si- 
miles 

i% %) = o; (9),^) = o; (9,<J)=:o; (9^, x) = — ^%- (9>,,^) = o; 

(q>^,6)=zo; ((>, x)=-22^^^j ((?, ^) = o; (?, <J) = o; 

Of, i^) = o; Ot, cy) = o; (^,<J)=a*n]rrr^. 

Denique expressiones ipsarum dx^ diff ei d6 in do^ di ei dO obtinentor, 
si expressiones (30) differentiatae et in (35) snbstitutae erunty tales 

dx — d(o 4" cos i c?9 
(36)««*«*.( dil) = sin (D c2i — cos cd sin i c20 

d6 — cos Q) cf i -|« sin o sin i d6 

imde evidens est, ^, ^ atqne 6 esse rotationes plajn oibitae ckcam axes 
ipsarum x^ j/j z. 



19. 



Ope ▼alomm ipsarum (9, 9^) , etc. in art praec. inyentorum aequa- 
tiones (24), postquam 9, q?^ q, jj, -0, <f resp. loco a, 6, c, e, /, ^ 
scriptae sunt, suppeditant, si insuper loco R ponitur eius yalor % (Jlf4-iit) Si 
sive a*n^Siy 






Hino eliniiiiatione pei&cili 



» 






'—csCD* 






Qaibus aeqaationibas integratis, secandum theorema art 13. , vaior 
perturbatus anomaliae verae obtinetor, si in valore ipsius 9), et valor per- 
turbatus radii vectoris, si in valore ipsius (^ erit ir in f mutata. Valores 
ipsamm %, «^ et ex posterioribus tribus harum aequationum prodituri si- 
tum orbitae in spatio determinant, aequatio vero pro q>^ perficiendis in- 
tegrationibus reliquarum aequationum tantum inservit. Hoc igitur modoin- 
tegralia aequationum (16) quae ad corpus m spectant nanciscimur, et his 
plane similia integraiia aequationum differentialium ad ccN^ora ni^ ni\ etc. 
spectantium obtinentur, sed hae aequationes onmes in problemate generali 
trium quatuorve, etc. corporum simultanee integrandae sunt. 

Elementa in praecedentibus electa pauliulum mutari placet. Ad situm 
corporis coelestis determinandum quam aptissima sunt elementa X^ ^Q^ p 
atque 9, quae cum illis ita vconiuncta sunt, nt sit 

X z=z <p ^ X ™de (p^ — A 
denotante X differentiale ipsius X respectu t per dt divisum 

Iq = logarithmo hyperbolico ipsius Q 
ji = sin i sin Ct-^o) 
q = sin i cos (x — ^) 

Quae aequationes differentiatae subministrant 

dX = d<p ^ dx , d<f, = dX^ , dlQ= ^ 

dp = cos i sin (x — «o) di ■{- sin I cos (jr — o) (dx — dal) 
dq = CO8 i coa (x — w) cf I — sin » «in (x — •») (d% — do) 

5 * 



••••••' 



(37) 



siye adiumento aequationum (36) 

dp == — cos i cos %dij;> -|- cos i sin %d6 
dq — cos i sin xd-^ 4" ^^ • ^^" Z^^ 

lam habita iJ2 et pro functione ipsarum (pj (f,^ X^ '^^ <5^ est pro functione 

ipsarum >t, A , ^9 l'? 99 aigorithmus notus dilBferentialium partialium sup- 

peditat 

d^J^y.llJ ' K.dq),J~^dk,J ' ^dxJ^y^dxJ^^^dkJ 
_J= _ cosi cosz L^J+ cosismz (^^J 

_J= cosi sm X tj^J + cosicosz (^^J 

quarum sinistrae partes pro functionibus ipsarum ^, 9>p etc, dextrae vero 
partes pro functionibus ipsarum ^? ^,9 etc. habendae sunt. Quibus aequa- 
tionibus aequationes (37) facile transmutantur in has 



(38).....[ ^= -— ;^^'-- (g).. 

ubi aequationem pro d^ omisi, qaia hac opus uon est. Quinqae enini 
aequationes praecedentes ad locum corporis coeiestis in spatio per metho-. 
dum nostram determinandum sufQciunt, quamquam locus corporis coelestis 
aliciuus non minus quam aequationes; praecedentes ip^ae ex elementis sex 
pendet, quod paradoxon expendendum lectori perito relinquo. 

Denotantibus v longitudinem veram in orbita, 8 sinum latitudinis sa- 
pra planom fixum ipsarum xy et 2 longitudinem veram ad idem planam 
reductam, habemus per trigonometriam sphaericam 

9 = sin t sin (f — S) 

*g ('— ^) = *g (f— cos i 



/ 

Sed posito t; = fdX^ qaoties in dextro huius aequatioids membro post in- 
tegrationem ir in f mutata erit, habetur 

quum vero sit t; = / -^* ® "t" ^ » emergit 

v = r^4"® + ^ — X 
onde aequationes praecedentes transeunt in has 

8 = sin i sin (v—x + o) i 
tg (l-O) = *g^ (r _ ;f 4-cd) cos • r ^^^^ 

In his aequationes i, 0, q et % ope quantitatum jp et 9 eUminari possnnt, 
id quod infra explicabitur. Quantitatibus igitur r , p atque q latitudo cor- 
poris supra pianum ipsarum xy in spatio ad lubitum collocatum, et lon- 
gitudo ad idem pianum reducta determinantur. 



SECTIO IL 



DISQVISITIONES DE AEQVATIONIBVS MOTVI LVNAE 

INVESTIGANDO INSERVIENTIBVS. 



1. 

Jiii theoria Lunae motus Lunae relativus respectu Terrae inTestigandus 
est. Denotat igitur secundum ea, quae in Sectione prima protulimus, M 
massam terrae; m massam Lunae; a semiaxem maiorem orbitae Lunae; ae 
eius excentricitatem; c eius anomaliam mediam certae cuidam temporis 
epochae respondentem; n eius motum medium in unitate temporis, quam 
annum lulianum statuemus, absoiutum; q arcum inter locum eius perigaei 
et nodum ascendentem plani eius orbitae cum plano quoiibet fixo, centrum 
gravitatis Terrae transiente, interceptum; i inclinationem orbitae eius ad 
idem pianum fixum; longitudinem nodi ascendentis orbitae eius cum 
eodem plano; etc. 

Denotat porro m' massam Solis, et referuntur elementa explicata ad 
Solem, quoties lineola supeme ad dextram iis affigitur. Quibus praemissis 
aequationes (38) Sect. I., quae generaliter motui corporum coelestium in- 
veniendo inserriunt, hae 



dX = 



dX = 



an Bfn y (2 H» g coa y ) /^dSirx ,. _^ c'»^ /^<tQr\ , 
a««* ^ d^n^ (1— e^ )co8y j rd^"^ ,. i c^ T^^ j* 



a^«C0f5P Vl — e» /^<Wi' 



^^ £«c«^i_^^^^^ V (1) 



^P= v^ ''»«'• C^) ^ 






motum quoque Lunae definiunt, et quum hoc loco ad perturbationes a 
figura sphaeroidica Terrae ortas nec non ad perturbationes a pianetid pro* 
latas non respiciamus, habemus ex art. 16. Sect. L 

n »» M xs -t-yy -¥■%% } 

■bi 

Quantitates ^j ^,^ 9^ %y p ei q nec non quantitates analogae ad cOr* 
pus perturbans, quod hoc loco est Sol ipse, spectantes in his formulis 
pro variabilibus independentibus habendae sunt; quantitates igitur a, n, e, 
c, i et pro functionibus illarum quantitatum habendae sunt, et functio 
perturbatrix, quam supra in fiinctione coordinatarum orthogoniarum exhibui^ 
in evolvendis formulis (1) pro fiinctione illarum Tariabilium independen- 
tium censenda est 



2. 

Ad aequationes (1) integrandas posui in theoria planetamm >t =: H^ 
ct Zq = rf -|" ^i ubi f et ^ noTae Tariabiles functiones ipsarum r et f, 
atque IT et F signa fiinctionum sunt. Hoc Tero loco ponam formulas 
generaliores has 

X = na, 
k = r(f, + P 

nnde imitata v ia f eradiuit 



j -....(2) 



(3) 



•••••• 
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ir = r(s, *) 4- iD 

ubi t;^, r, 2 et fD quantitates designant, in qnas mntata t in f resp. X^ q^ 
^ et ^ abeunt Ideo v^ est quasi longitudo vera in orbita et r radius 
vector temporis f, indoles vero quantitatnm z ei to adhuc deflnita non est. 
Differentiatis aequationibus (2), tum secundum t, tum secundum f elicitur 



dX 

dx ~ 


-- UU 


dx 


dX 

dt ~ 


= nuo 


dt 
dt 


dlff _ 
dt ~ 


= r a, 


d% 
dt 


dlQ _ 

dt ~ 


= r'(f, 


dt 
dt 



+ n, (f, 

d^ 
+ 'di 

ubi n' et r' resp. quotientes differentiales functionum 17 atque F secun- 
dum ^, et iT atque F resp. quotientes differentiaies earundem functionttm 
secundum t denotant Eliminatis 11' (^, f) atque F' {^^ f) ex aequatio- 
nibus praecedentibus nanciscimur 

dl di dX dt _ „ ,^ ,. dg 

l^ ' Tt ~"dt ' Jt — '^ ^'^^' ^^ H 

dlQ dj _dlQ dt _dfi d^_dfi rf5_p/f.xdg 

dt ' dt dt * dt ~ dt^ dt dt ' dt '^**' ^ dx 
nnde 



r,M 



rdTv rii£\ riir\ _ /-;«« -\ rdi-v rMf\ 

(4)..-.. ^- (^J -— = _- + n- (f, O-p^- 

attamen loco prioris harum aequationum differentiale eius, ut temper feci, 
adhibebo hoc 

■'rdt\ r^^ r^ _ r^'^ r^^ r^^ rjt\ 
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ubi n' est qaotiens differentiaiiB functionifl 21 et secundum ^ et secunr 
dum t differentiatae. 

3. 

Ex fonnulis notis ad motum ellipticum pertinentibus et in Sectione L 
allatifl nanciscimur 

—2 = — 2 —3- e sm (p 



dx' 



dX a^n ,^ 

dlQ ane sin 9 



dt pVi-t» 

Substitutis his Taloribus nec non yaloribus ipsarum \j-£\ 9 CdTJ ^^ yT^J 
ex aequationibus (1) petendis in aequationibus (4) et (5), nancbdmur 

m _ g» Sr^^^ I r^^'^ o ^Q (2e-4-co8 9-4-«* Gos 9) fdSl'^ ^ ii*n*« sin q^ r^^^ 



n nQ (2e-f-co8 qn-e^ cos 9) /^dSi\ . c^ii^^e sf n 9 /^rfii'^ , -- .-^ ^ pe Bln 9 r» /-^ #\ 

«- ^(Ti:;^)! L^J +p(ile^)Ux;J-r H (&. ^(ji^-^Afc»*3 

ubi Tquantitatemd..^^, et R quantitatem ^ — f^ ^^ repraesentai 

dv 

Habita yero H tum pro fimctione ipsarum v^y Vj i et 0, tum pro 
functione ipsaram ^^ Q^ i» ^ x^ p et q^ erit 

d«=(^*,,+Cf)*+Cf)* +Cf)<» 

sed propter aeqnationes A = ^) -|- ]( et 6% = diD 4' cos t dd aeqoationes 
(31^^) Sect. L differentiatae ptaebeirt 

6 
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dQ= {ziJ da-^-ae i^ dc — a cos q)de 

e quibus mutata t in t evadunt 

dv = (jrj ^^+ "T )^i — e* • dc 4- Ci 2 "•i 3 sin/de-j-^^oj-f-cosidfl 

drziizC-^jda-^-ae - dc — acos/de 

Porro habemus e Sectione prima 

d;{ = cfcj + cos i dfl 

lip =: oos i sin ix^^) di -f- sin i cos i cos (x — (o) d6 
dq = cos i cos (% — ®) ^* — ®^ * ^^ ' ^"* (Z"~®) "dd 
Substitutis his differentialium yaloribus in e:q>ressionibus praecedentir 
< < /bvs ipsius tS, tiaaciscimur post coi^paratos terminos per idem differentialb 
multiplicatos 

CdSir\a^ . , i^dSl^^ aeninf /^dSl^a^ ./^dSl^aemn<p /^dSl^g^a^neslnfp 

■d£l 



Q' 






dS) = c^ + cf 



+ ^^^ lsmicostcos(%-cD) — I --1- Ismicostsm^x — o) 

Afaltiplicata prima harum aequationum per cos tp^ secunda per ^— ^ , ad« 
ditisque productis, facili opera invenitur propter tertiam aequationem^ et 

quia 1 = s^jZ^j + ;J^|^ atque / — 9 = t;, — 



4» 



1 { wp (2e -4- cos y -4- e^ cos y) /^^"^ i ^p^Ti^e^iny /^^"\| 
I e(l — e^)l ^diJ'^ «a-^*) Vrf;i;->^' 



unde statim obtiiietur 



(2) 



- 7™C-^)?=5'Cf)+n,(f.')f5^-r.(C.') 

ubi i2) pro functione quaatitatum v , ^9 /'9 99 et quantitntum analogarom 
ad Solem spectantium habeuda est. Functiones arbilrariae Tk^ ({^^ 1)^ 
n' (£9 atque P (^, t) , quae io theoria nostra planetarum non adsunt , in 
iheoria Lunae ita determinandae sunt, ut termini in integrali aequationum 
praecedentium et per tempus ipsum et per sinus et cosinus muitiplicium 
anomaiiae mediae multtplicati evanescant. 

Terminus generalis quantitatis Sl in seriem infinitam secundum multi- 
plicia cosinuum anomaliarum mediamm progredientem eYolotae, ut notum, 
huius est formae 

X cos [ig + iV + r jr 4- rv + r fi + f fi') 

ubi g anomaliam mediam Lunac), g aMomaliam mediam Solis, % h>n|^ 
tudinem perigaei Lunae, ^ longitudinem perigaei Solis et t, t', V etc, 
numeros integros positivos aut negativos, cifra inclusa, denotant, et X 
functionem excentricitatum, inclinationum semiaxium maiorum et numero- 
rum t, f, etc. repraesentat. Hinc facile concluditur, terviinum ^eneralem 
in eyoluta expressione ipsius T esse huius formae 

Z sin (xy + Ig^ + t^ + i' ^ + «"' ^ + f ' ^ + t'' 

ubi Z iunctiO est eiusdem generis atque X, x numerus integer positiyus 
aut negativus aut cifra ipsa, et f quantitas •quae ex elementis eUiptieis et 

6 ♦ 
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ex quantitate indetemiinata t eodem modo composita est, quo anomalia me^ 
dia Lunae ex eiementis iisdem et ex tempore t. 

lam constat, terminos iUos in expressione longitudinis et radii Tecto- 
ris Lunae evitandos, qui huius formae sunt 

a t sin (xg* -f- i"a 4" ^^^0 4" ^ '* sin (xg* -{" '"^ 4" ®*^0 
et a * cos (xg* -[- «"^ ^- etc.) -j- fift^ cos (xg* -|- i"^ -|- etc.) 

nbi a, (/, /3 et ^ coefficientes numerici sunt, solummodo ex terminis iis 
ipsarum T atque jR nasci posse, in quibus simul et i=::o et f =z o^ hoc 
est ex terminis huius formae 

z sin (xy + rjt 4- r^r' + re 4- r e') 

functiones igitur arbitrariae II (^, , H/ (^, () et F (^, f ) ita detemunandae 
sunt, ut termini hi non adsint. 

Quum ea quae ad inclinationes nodosque spectant infra allaturi simns, 
nunc quidem inclinationes in expressione praecedenti negligemus; ideo con* 
sidwabimus terminos ipsarum T atque JR eos, qui huius formae sunt 

(6).-.. Z sin (xy -|- i" jr + iV) 

Inter yarios terminos quos expressio haec continet deligamus eos, in 
quibns i'* z=zo et simul f" = o, hoc est terminos 

Z sin Tcy 

^ lam demonstrabo functiones arbitrarias illas introductas ita determinari 
posse, ut termini formae praecedentis omnino evanescant, et simul deter- 
minationem hanc subsidia suppeditare, quibus efficitur, ut termini sub (6) 
repraesentati in expressione longitudinis radiique vectoris terminos per tem- 
pus ipsum multiplicatos proferre non possint. 



m 

Quum iji^j = (^d«J' P"^ ^ expressionum ipsarum T atque R, 

quae per (^^J* multiplicata est, terminos formae Z sin 7cy producere ne~ 
quit, quare termini hi solununodo ex ea harum expressionum parte, quae 
^J muUiplicata est, nasci possunt* 
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Habemas igitiir, si noii nlsi ad tenninos formae Z fnn Kf re« 
gpicimus 

«=-f*'C»-i)pg=rCf)+n,(r,o|fj^-r,(M " 

quaey quun sit v^^-^X—f — fpj abeunt in has 

T= 2— cos cp sin f ^ r ( -r- J — 2 — sincp cos/ — ==r( -3- | 

-jn,(Mgi^»-n;(r,o® 

Qnantitas sin f ^— r (^^ J in seriem infinitam evoluta secnndnm 

sinus multiplicium anomaliarum mediamm procedit, itaque termini ex- 
pressionum praecedentium per quantitatem hanc multiplicaii ierminos for* 

mae Z sin xy proferre nequeont; quantitas vero cos f r^=== r {-j-J evo- 

luta, quum secundum cosinus muitiplicium anomaliarum mediarum proce- 
dat, in T atque jR terminos tales proferet. Facile igitur perspicitur, de- 

notante V terminum constantem in evoluta quantitate ^ ^ " " — — r y^-j-Jy 

quantitatem Vq sin fp post evolutionem solummodo terminos formae Z sin Tt/y 
producere posse. Habemus igitur ad terminos hos toUendos aequatio- 
nes has 

e quibus, .eliminata II^ (J^ f), elicitur 



o = — 2 

a 



> ••••M 



(7) 
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cui aequatioiii satisfactum erit, si posueris 

(8)...... = n; (g:, o atque = r, (?, o 

unde aequationes (7) snppeditant 

(9) n,(r,t) = -r 

qaae igitur aequatio tenninos omnes formae Z sin x/ tollit. Praeterea 
aequationes (7) monstrant, non modo in approximatione prima ad valores 
veros perturbationum obtinendos instituenda terminos formae Z sin x/ 
per valorem ipsius II (^, t) sub (9) datum evanescere , sed eandem rem 
etiam iocum habere in approximationibus omnibus subsequentibus. Nam 
t soiummodo in quantitatibus q atque (p continetur; itaque aequationes 
(7), (8) ^t (9) non modo locum habent, si valores apprpximati variabiiium 
in expressionibus ipsarum T et JR, sed etiam si yalores earum accurati 
substituti erunt. 

5. 

Aeqnationes (8) alio modo exhibitae snnt hae 

dtdt — " ' dt — " 

quae integratae suppeditant 

ii(f,o = ^r + ^i 

r(r,o = Sg: 

denotantibus A^ if) ei !S functiones arbitrarias quantitatum quibus prae- 
fixae sunt 

Hinc evadit 

-^^I^ = n(f,o = ^« 

denotante iff^ t quotientem differentialem functionis ^ t. Aequatio vero 
(9) monstrat II (g^ t) constantem esse , itaque «^^ t quoqae constanti ae- 
qualis est , qnam (n) y appellabo. 
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statutis, expressionefi ipsarum T et It supra datae abeunt 
in has 

K=- jf 0« (H-1) -1 + ^,^ [c. (.,-^)-t] ) -^ (^ 

et aequationes (2) et (3) transennt in has 

r = ^J5 4" (^) y* 
Zr = & 4" «'^ 
Simili modo supponitur in motu Solis esse 

v; = Az' + (n)y't 

Expressio finita eius ipsius Si partis, quae temunos profert huius formae 

X cos [ig 4- ig' 4- i-it + iV) 
est haec 

quae, factb inclinationibus cifrae aequaUbus, ex expressione ipsius Si in 
art. 1. data perfacile deriyatttr, et quum in approximatione prima ad valores 
veros perturbationum obtinendos vaiores approximati coordinatamm in hac 
expressione substitui debeant , statim / + ^ + (n) y* loco t;^ /' + Jt' + (w)^' 
loco v^ et Talores pure ellipticos radiorum vectorura loco r et r' substi- 
tuere nobis licet. Itaque habemus in approximatione prima 

Mlns ieirminus generalis post evolutionem in seriem infinitam est huius 
formafe 
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Expressio ig^tur ipsius T evoluta, si praeterea 9> -f* ^ + (*)y^ ^^^ 
X et valor pure ellipticus ipsins q substitutus fuerit, evadet 

T = urf sin y -[- J' sin 2y 4" ®*^" — V^ ^^" Y — y6 sin 2y — - etc, 

-f. 2;z «a [xy + »5- 4- iV + »•" (* + (")yO + »" C*' + (»)y'0] 

nbi A^ B^ etc. a, 6, etc. et Z coefficientes determinati sunt, quanun Ta- 
lores numerici semper computari possunt, et ubi in termino sub signo 
sununationis casus in quo simul i = o^ t =z o^ i" z=io et i"* z=z o sunt, ex- 
cludendus est, quia terminos ad hunc pertinentes iam separatim adscripsL 
Sed aequationes (7) monstrant necessario esse debere 

A _J^ 

a ~ b 

onde posita aequatione hac 

y = 



etc. 



a 

termini omnes formae Z sin x/ subiati erunt 

Integrata igitur expressio praecedens praebet, quia g — nt ^ c et 

fTdt=-2 .^^,^^,.l^^f„^^^ cos [xy+i^+iV+i" (*+(«)y0+»*"'(*'4-(«)y0] 

ubi casus in quo simul iz=:o^ !=o^ i" = o^ et i'"z=:o sit, non adest; et 
similem expressionem nanciscimur pro /Rdt. 

Manifestum igitur est valorem praecedentem ipsius fTdt nec non va- 
lorem analogum ipsius fRdt terminos per tempus ipsum et per sinus aut 
cosinus multiplicium anomaliarum mediarum multiplicatos continere non 
posse, nisi forte pro yaloribus specialibus ipsarum t, t', etc. haberetur 

in 4- fV + i^in^y -f ^''(n)^ = o 

quem vero casum, quum in motu Lunae locum non habeat, hoc loco non 
tractabo. 

6. 

Ut ex expressionibus ipsarum /Tdt et /Rdt ipsae £^ et ^ indagentor^ 
necesse est, functiones adhuc arbitrariae A^ et S^ determinentur; sed cuitt 
functionibus his iam inhaereat conditio, nt f et r explicite non contineant| 
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(quia functiones solius variabilis ^ sont,) integrationes ad S^ et ^ ex /Tdt 
et fRdt derivandas requisitae ipsas r et ( extra signa sinuum et cosinuum 
gignere non possunt; itaque pro £^ et ^ obtinentur series pure periodicae 
eiusdem formae, ac series supra pro fTdi allata. 

Vaioribus ipsarum ^ et ^ in approximatione prima computatis, yalores 
magis approximati ipsarum A, (^, t;^, r obtinebuntur, si substituas yalores 
illos ipsarum ^^ js, in functionibus A^ et J^. lam quum in approximatione 

prima 9 4" * 4" (^)y' *^^® ^ /4" ^ "t" (^)y' ^^^^ *^.» y* 4" ^ 4" (^)^' i^^^ 

v\ ei yalores pure elliptici radiomm yectomm, quos resp. (q), (r) et (/) 

denotabo, substituti fuerint, in approximatione secunda differentiae A^^^tp 

ad X, Jz—f ad V, Az'—f ad t?/, jgf + ^_i(p) ad Iq, &+ti?— «(r) 

ad Ir et ^2' -|- ti^' — l (r') ad Ir' addendae sunt. Quod ^dem est ac si in 

approximatione secunda quantitatibus illis* incrementa dA, dt;^, etc. attribuas, 

et ponas 

«A = ^f — 9) , tfZp = Sf 4- ^ — i(p) 

iv^ = Az — / , ilr = Ss -|- w? — Z(r) 
iv; — Az'—f , d// = &'4- ti?'— i(/) 

nbi in functionibus A ei S valores ipsamm ^ ei z substitnendi snnt, qni 
iii approidmatione prima inyeniebantnr. Quo facto dX^ dt)^, etc. in T sub- 
stituendae sunt, id quod commodissime ope theorematis Tajloriani perfld- 
tur, unde necessario termini eiusdem formae ac termini approximationis 
primae prodire debent, ita nt habeatur 

dT = jf sin y -^- S sin 2y -f" ^*^* — ^y^' ^^^ Y — ^&^' ^^^ 2y — eic. 
+ SZ cos [xy +ig + i^ 4- i' (* + in)yt) + i'" («^ + (n)y'0] 

denotantibus dT et d^ incrementa, quae T et ^ in approximatione se^ 
cunda capiunt; et similem expressionem nancbcimur pro diZ. Aequationes 
yero (7) probant scmper esse debere 

— T" = — rr^ = etc. 
a b 

nnde 



et qunm yalor approximatus ipsius ^ in approximatione prima inyentus 
ipsi — aequalis sit, habetur yalor accuratior hic 
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A . J 
^ a ^ a 

En^pressio vero praecedens pro iT praebet iiuitituia iategratiene 

6t ^ynilft"! e:qiressioneai obtinebimus ^to fdRdt, unde approximatip ipiOr^ 
qoe secunda valores ipsaram ^ et ^ nec non ipsarum s^ ei w pure periodi- 
cos suppeditat, et eodem modo demonstrabitur approximationes subseqwa-» 
tes terminos per tempus ipsum multiplicatos in vaLoribus ipsarum ^ et ^ 
introducere non ppsse. 

Analysis praecedens supponit perturbationes Solis (sive terrae) eodeuji 
modo ac perturbationes Lunae computari aut computatas esse, id quod 
semper fieri potest. Nam in motu quoque planetarum quantitatem hoc 
loco y denotatam introducere nobis liceret, unde perturbationes eorum a 
terminis per tempus ipsum multiplicatis liberae obtinerentur. Quum yero 
hi^c inile in longitudinibus radiisque vectoribus pianetarum termini pc^ 
magni, quorum periodus paullulum a revolutione planetae integra differrett, 
orireutur, quQrum coefficientes periodique propter incertitudinem, quae ma£h 
sis planetarum semper inhaeret, non accurati evaderent, quumque termini 
in motu planetarum et per tempus ipsum et per sinus aut cosinus anomarr 
liarum mediarum multiplicati series infinitas rapidissime convergentes con- 
stituant : praestat in theoria quoque Lunae perturbationes , Solis sub forma 
ea admitti, quam perturbationibus planetarum in disquisitioiubus meis 
prioribus de hoc argumento attribuL 

Quibus positis, approximatio quidem prima in motu Lunae terminos 
per tempus ipsum multiplicatos non profert, sed approximatio secunda et 
subsequentes in parte ea, quae ex coordinatb Solis originem ducit, termi- 
nos procreabunt, qui quidem et per tempus et per sinus aut cosinus multi- 
plicium anomaliarum mediarum multiplicati, sed iidem sunt minutissimi, va- 
riationes quasi saeculares coefficientium perturbationum Lunae constituenteSr 
Praeterea coordinatarum Solis yalores accuratiores in r ( j~ ) substituti ter- 
minos suppeditant huius formae 



at 4" pt^ 4" etc. 
qui ipsi V in art. 4* introductae adiungendi sunt, ita ut V omnino con- 
stans non sit, sed huius formae 

nbi F , F^^ , ^, etc. constantes. Hinc sequitur ut fonna ipsius y futura 
rit ha^ 

y, + (n)yj + («)*y./ + «*«• 

ubi y^ , y^, , y^^^ , etc. non minus qpuim (n) constantes sunt ErgO, qunin 

secundm art 5« sit 

7l>t = in)fydt 

loco (ii)yt in formulis praecedentibus substitui debet 

Porro !n eyoluta quantitate T adstabunt termini hi 

J -j- fc/ 4" '^//^* + ®*^- 
qui ex coordinatis Solis in yj^j substitutis proyeniunt, atque in z termi- 

nos hos 

ht 4- ikf 4- 1*/' 4- etc. 

gignent, ubi kj Js^j etc. constantes, qui termini omnes perturbationes constituunt 
8ub nominibus yariationis saecularis motus medii et perigaei Lunaris notas. 
Ergo, licet terminos omnes per tempus ipsum et per temporis pote- 
states multiplicatos amoyere possemus, tamen terminos modo descriptos 
admittemus, quia series rapidissime conyergentes constituunt, et quia intro- 
ductio functionum pure periodicarum motus Solis, a quibus series hae 
originem trahunt, molesta et manca foret. 

8. 

Per analysin praecedentem terminos eyitandos per tempus ipsum mul- 
tiplicatos ab integralibus expressionum ipsarum T atque jR, e qulbus per- 
turbationes long^udinis atque radii yectoris pendent, amoyimus, et quidem 
calculum ita instituimus, ut functiones A^ et S^ arbitrariae manerent. An^i 
tequam has functiones aptissime determinandas aggredimur, consideratio- 
nes nonnullae de integratione iUarum expressionum generales adiiciantur 
necesse est. Posito 

7 ♦ 
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an 

erit, propter n*ii' = x (Af-|-m) 

1 



a(l — e*) x(MH-m) 

et expressiones art. 5. ipsamm T et jR, si primo momento coefBeientis 
ipsius y rationem non habemos, functiones sunt et yariabilium independen- 
tium quinque ^, q, ^^P^ 9j i^, ^i^ ^^ ^9 quum e X et q tali mbdo 
pendeant, ut mutata t in ^ ex his prodeant, pro yariabilibns independen- 
tibus habendae non sunt,) ad Lunam ipsam pertinentium , et variabilium 
independentium quatuor r/, r% p', q' ad Solem spectantium. Itaqne, ut 
expressiones ipsarum T et i2 complete integ;rari possint, necesse est yalo- 
res magis magisque approximati quantitatum harum omnium A, q^ h^ p^ 
q^ v^, r, v' j r', p, q' obtineantur. lam yaloribus eiusmodi ipsamm 
Xj Qj V et r obtinendis expressiones ipsae ipsarum T et jR inseryiunt, 
quae integratae ^ et ^ praebent, e quibus illae deriyantur; yalores accurati 
ipsarum v' ^ r ^ p' et q' ex theoria motus terrae noti supponuntur; de ya* 
loribus eiusmodi ipsaram p et q infra loquar; restat yero, ut expressia 
deriyetur, quae yalorem accuratum ipsius h suppeditet. Habetur 

^ dX fiflr* VfZ? x(M-^m) 

hine naaciscimur 

lh = l.%{MJ^) — l\—llQ 

denotante 2 logarithmum hTperbolicum quantitatis cui praefixa est. Diffe- 
rentiata hac aequatione respectu temporis, prodit 

dlh = , ^l dX —2dlQ 

unde, substltutis yaloribus ipsarum dX^ et dlQ ex aequ. (1) desumendis, 

quae per aequatioliem hanc 

dD=CfD + CS) 
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in art. 3« inyentam transfertur in hanc 

Si igitur statnimus 

denotabit — 8 perturbationes ipsius Ih^ quibus ad expressiones ipsarum T 
et jR complete integrandas opus est. 

Si nunc ad coefficientes ipsius y in expressionibus ipsarnm T et ii 
respicimus^ manifestum est, hos coef&cicntes quantitates e ei (p continere, 
quae pro functionibus ipsarum A, q et h habendae sint, et ope harum 
quantitatum eliminari debeant. Quae eliminatio perfaciie perag;itur, nam 

nnde coefiBcientes de quibus agitur hanc induunt formam 

na^ViZii dx '^ 2na^yili* dx 
quae propter aequationem 



functiones variabilium independentium q ei h^ absque yariabiiibus depen- 
dentibus, sese praestant Expressiones igitur nostrae ipsarum T et JR de- 
mque ita se habent. 






B=-jf «-(r,-l)-I+^[co,(..-i)- 1] j^df) 



et praeierea eiit nobi» 
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dx 



9. 

Manentibus functionibus ^S* et St arbitrariis, relationes nonnuUas ge- 
nerales, quibus postea utemur, assignare licet. Facile perspicitur relatio- 
nem antea a me datam hanc 

quae propter aequationes uLtimas art. praec. abit in hanc 

Xi) 



"dT' ' '^ y.dtj '^ \jitJ /-di-\ — 



dS 

dt 



\Mt^ 

in hac quoque theoria locum habere , cuius igitur integrale hoc ^) 



2^+'GD-^=>"f 



ubi I logarithmum hyperbolicum ei f^ functionem arbitrariam ipsins ^ de* 
notat, etiam locum habet. Sed aequationes hae 



ubi linea superposita r in f mutandam esse denotat, quas in theoria mo- 
tus planetamm inveneram, in hac Lunae theoria locum non habent Ut 
aequationes eruantur, quae earum yice funguntur, aequationes has 



*) Vide: Unten. uber die gegeofeitigen Stomogeii des Jnpitert inMl<S«luw Vt M* 



i(f = sr + ^ 

r = Az -f- '^ t 

2r = & 4" ^*^ 
resumo, quae differentiatae, et postquam z m t mutata erit, suppeditant 



\^rJ ~ y^ dz Jy^dtJ 



•••••• 



C^) = C^) dD + Cf ) 

1t ~ ySlk^J KliJ *" rfT 
Sed aequatio r* ■= x^ -|- y* -^ s* monstrat r nec non Ir esse functio- 
nem coordinatarum x^ y^ <s, absque quotientibus earum differentialibus re- 
spectu temporis or^ , y^^ z^ ^ et absque elementis ellipticis. Aequationes 
porro 

r cos f =z ^ y r sia f =: rj 

in art. 16. Sect. I. introductae differentiatione subministrant 

r^df = idri — rid^ 

Ex theoria vero transformationis coordinatarnm notum est, aeqnatio-^ 
nes (29) Sect. I. reciproce suppeditare debere 

I = aa? + a y 4- a^z 

^ = ^^ + fty 4- ft/« 
unde 

d^ = adx 4- « dy 4" a^dz -J- ^^^ -f" H^^t 4" ^^^// 

di^ = ^dx 4- ftd^, 4- ^'d;5 4- xd^ 4- yd^^ 4- zdp^^ 

Substitutis his ipsarum d| atque di} valoribus in aequatione pro df modo 
inyenta, emergit 

-f ^xd^ -|- ly d/J^ -f- ladft, — rixda — rnfdtt^ — tjzda^, 

Quae aequatio, si ex ternunU sex ultinm x, y, s ope aequationuin (29) 
Sect. I. eliminiitae fuerint, et si differentialia aequationum conditionaliuni 



(9*) 
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(31) Sect. L, aequationem f=roabi statutam et aequationem r^zzz^-^-r^ 
respexeris, abit in hanc 

— &da — &da — & da, 
Aequatio Tero prima (33) Sect. I. suppeditat 



unde 



Quae aequatio ^) probat, quantitatem v^ non minus quam Ir fnnctionem 

esse coordinatarum x^ y^ z^ absque ^,y y ^ z et elementis ellipticis, quare 

aequatio haec 

dL 



~ VdrJ 



dt 

in fine art. 14. Sect. I. demonstrata et ad v^ et ad 2r applicari potest. 
Habemus igitur 



"rfT ~ y^J ' "dT — yJdirJ 

Qaibus aequationibus adiuvantibus , aequationes (9"*") statun suppeditant 



dz r^i^ ^^^y 



(10).-.- -f- = © 



c^o 



d% j y^xJ ' K.dtJ ~ y. d% J y^dtJ "^ d 



dw 
df 



quarum posterior transit in hanc 



*) Si ope aeqiiationiim art. 16. Sect I. qnantitateg |, 17, a, |9, a,, etc ez hac aeqoatione 
elimioantur , facili opera ioTenitur aeqaatio haec 

qna conclnditnr, dv, esse angnlum inter radinm vectorem tempori t et radinm vectorem 
tempori t '\' dt reppondentem interceptum, id qnod in Aftr. Nachr. No. 241. iam alio modo 
demonftravi. 



Sl 



itaque ad -^ ex -j^ eliciendam mntetnr t in f et snbtnhatiur qoantitas 



• * ^ > I , t 



C, /^ , et ad .-^ ex -^ eliciendam mutetiir t iii f et addatur quanti- 



**» Wy?d: 



m 



■ ■ ■ "1 



c^o 



10. 



Aeqvatio haec 



(D 

integrata subministrat 

§ = Cl) /'* + Cl> — • 

f 

nbi constans integrationi adiecta functio ipgins i esse potest Integrale 
/Tdx est fonctio aliqua ipsarum % et i, quae semper pluribus deincepa 
approzimationibus quam accuratissime determinari potest. Quam fuictio** 
n^ per^(v, f) reddemus, unde 

s = CD ''(•.')+ CS) • «>■* 

nec non 



Cf ) = Cf > ft + C2) • •»■* 

Statuamus, mutata r in f, quotientem differentialem -^ in 

nem aliquam ipsius f abire, quae per %t designetur; quaeritur indoles 
huitts functionis? 

Conditio introdttcta subministrat 

©=«' 

8 



n n. . . 



quae aequatio cmn praeq^eiite'. comparata g^ppeditat ^ 

const. =^ ■ '• cpffJ 

G9 

unde nieuiciscimur 

^'- fA^'r^ A_ r^ ^n A . r^l\ t^ 



ll, 



f=a)»M)-o^('.')+a)^ 




a = 



hinc integrando elicitor 

f =/0) ^ ('. ') * -/(D ^ ('. ') <« +/C^ ^ * 

ubi, constantem adiiciendam sub signis integrationis contei|ta]i| esse, cen* 
seri potest. Ex hac aequatione mutata ir in. I evadit 

^ C5, * -/© T (', * +/C-D ^ * 

ubi z significat, post integra^tionem respectn ipsius I peractam, t in f 

mutandam esse. Itaque yj^j quidem aequalis est ipsi yj-j et <)p (i, t) 

■■'■'*■ . ■ . 

i^Ajf ^, 1), «ed /(D dt ipsi /(g) ctt et /9 (f , f) cft ipd /9 («, I) 4t 
aeqilales esse caye credas. 

Aequatio praecedens Talorem ipsius ^ suppeditans praebet differenAita 
respectu ipsius r hanc 

i= /G^D.C'.')*^/^^)^^* 

-/(S-a-('.')<«+/c^a^'« 

unde mutata r in f eyadit 



.(D = /(§) ^ r., * +/(S) i^* 



aequatio Tero praecedens yaloreni ipsins z sappeditans praebet differen- 
tiata hanc 

^ = (J) , (1. +/G^ , P, « +/(D i^ * 

+ (D^+/C^D^* 

qnae propter aequationes 



(S)^(S>^^^^^^^rt) = <pit,0 



!».'»• i 




SO^c.')*+/(D^^* 
-/CtD»('.')*+/GtD^<«+«' 

» 

qoae cnin valore praecedenti ipsius (jnj comparata monstrat esse 



d% 



dt 
neqliatio Ter« (f 0) guj^ditayit 



^(D+x' 



I V 






quare esile debet 



x« = - -^ 

Q. B. 1. 

Ifinc sequitur, constantem Integrali fJ^4i addendam ita detehninaiH 

dam esse , ut quotiens diJBferentialis -^, qui aeqnalis est producto \J^J^^^ 
mutata v in f, aequalis flat ipd ^ -^Z., quae conditio ita exprimitur 

8 * 



../ ii >-.>•/ 



<. • 



r » ■ ■ . ■ , n • "1 ' *- • 



©=- 






Aequatio haec ia theoria nostra Lmiae aeqaatioiiig huiiis (/Tdr)=:«, 
qaae ad theoriam planetaram peftiuet, yice fungitmr, nec nbi cAraa. spe- 
clalis iilins est 



11. 

> 

Aeqnatio haec 

in art 9* inventa praebet diflferentiata respectu ipsios t et mntata post 
diflferentiationem r in f , hanc 




C*)=i^dD-i 



unde ope aequationom (10) et (11) nanciscimur 

^^tM (")j^+* tM («)^+i -^^-i 



t I 



0^}- ■'m 






itaque 



(12)..... U)= const. A^f^^(n)ydt+if^^in)ydt^i^^ 




ubi constans adiecta vera constans est, et ubi S^ J^ et f quotientes dif- 

ferentiades harum functionum respectn ipsius z denotant Constans Tero 

• . ' .. ■ ■ . . » 

adiecta a^umento aequationis huius 



^ = i8-il(^+if» 
determinanda est. 
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12^ 

Functiones A^ et S^ multis modis diversi» detemiinari possunt, et 
quidem a se invicem independentes sunt, fimctionem rero arbitrariamy]^ ad 
libitum determinare nobb non licet; haec enim ex illis pendet. 

Facile oslenditur formam simplicissimam , quam functionibuft A^ et Sj^ 
tttribuere nobis licet, computationem perturbationum simplicissimam sibi 
non oonciliare. Fositift 

Sf = o 
luMl simplicios assumi potest. Hinc habetur 

X =Z + (n)yt 

I ' 

unde manifestum est assnmtionem hanc efficere, ut perturbationes imme- 
diate ad longitudinem yeram et ad logarithmum radii vectoris applicandae 
sint Aequationes vero praecedentes suppeditant 

d£ _ rfl 
dt dt 

d(i dlQ^ 

dt dt 

Iii approzhnatione igitur prima ad valorefl pertnrbationum coioputaar^ 
dos faistitttenda loco ^ yalor pure ellipticus ipsius ^ , et loco ^ valor pure 

eilipticus ipsius -^ in formulis 



§=fdt(^J/TdT+fRdt 



tiTe loco posteriorid in aequatione (12) substituendns erit, et in approxima^ 
tionibus subsequentibus ii ralores accuratiores ipsarum 'T ^^ "^^ quQs ap- 

proximatio praecedens suppeditaverit, substitui debebunt Constantes arbi- 
trariae integralibus praecedentibus addendae eruni valores ii, quo» X et Ig 
accipiunt, quoties vires perturbantes eyanescunt, etc etc» 



Qnam Tero in casu eo, ubi functiones A^ et S^ ita detenninantur, ut 
perturbationes ad longitudinem mediam addendae sint, in approximatione 
prima nobis statuendum sit 

sicut ex theoria nostra planetarum iam notum est: assumtio haec non modo 
computationem perturbationtim primi 6rdinis, sed etiam compatationenl 
perturbationum ordinum altiorum simpliciorem reddit, quare assumtioneni 
huius articuli non amplius evolyam. 



13. 

Parturbationum ad long^tudinem mediam applicandarum computatio- 
nem eyolyens, quaedam iis, quae antea de hoc argumento diyulgayi, ge- 
neraliora alBferam, quae ad accuratissimam perturbationum computationent 
consequendam maximi momenti sunt. 

Determinentur quantitates ^ et qp per aequationes has 

|(n) f = V — (e) sin v 
Q cos gj = (a) cos v — (a) (e) 
Q sin 9 = (a) y^i— (6)2 . sin v 

obi lineota superposita quantitates q et ^ a qvantitatibus nmpliciter ^ et g) 
deootatb discernit, itaque t in ^ mutandam esae non desigaat^ et abi v 
angulus auxiliaris et (a) , (e) atque (it) constantes quidem sunt, sed cum 
yaloribus iis quos elementa a, e et n habent, d yis perturbans eranescit, 
non congruunt. Sint porro constantes (a) et (it) aequatione hac 

{aYiny = x(M4-m) 

iunctae, ubi x, uti in Sectione prima, intensitatem yis attractiyae, quoties 
et distantia et massa uxiitati aequales sunt, denotat Pono nunc 

Si = iQ 

abi it quoque constans est, et quasi iotigita£aem p^r^ei designat Hine 
nobis erit 
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quibas assamtionibus effecimus, ut perturbationes longitudinis ad longitudi- 
nem mediam appUcandae sint, sicut iam in iheoria planetarum protuli. 
A,equftiones (14) praebeut differentiatae 

dt Ldi) dfi JUq dl^ rdtr\ 

tfr rrffX ' rfr dt df Vrfr-/ 

Sunt vero notae aequationes hae 

dX a*»V^fir? dlQ aneAnfp 

dt ~ p* ' dr pVi-t* 

Quae quum ita sint, aequationes (13) necessario suppeditare debent aequa- 

tiones iilis similes has 

d^ (a)* (n) V^msr» dlg (a) (n) (e) sin 9 



rf£ . Q^ ' di ^Ki=w 

Safastitutlgi hia taloribus ipsarum ^ ' 3I 9 ^ ^^ ;]F ^ acqttationibiis 
praecedentibus pro ^ ^^ ^9 nanciscimur 

dt _ Ta^nV~^ 



dt Q\a)\n)y/TZ(^. 

dp ane gin q> q a^n\/^\I7^.(e)9in^ 

"dT QVi::^^ Q^(a)(\—(e)^) 

ubi elementa a, e et n pro Tariabilibus et quidem pro fanetionibus ipsa^- 
mm X^ Iq ei h habenda sunt. 



(14) 



(15) 
(16) 



14. 

Si m perturbans evanescit, ^ accipit yalofem quendam, qaem (^ ap- 
pellabo. Sint (^) , (^ et (v) valores ipsanmi 9, ^ et v haic casui respon- 
dentes, ita ut habeatur 

(n) (p = (v) - (c) sia (1.) 
. r. .. ® C9« C«P) ?= («) cos(i») — (a) (e) 1,..-(17) 

(^ sin iq>) = (o) jrrHJir? . «in (•) 



(18) 



(20). 



(21) 



I 
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Si porro Xo denotat Talorem Ipsins i^ qm locnm habet, qnoties tU pertor- 
bans eranescit, et Qo valorem eiusmodi ipsius Q, eaae dd)et 

^ = (^ + « 
«Qo = «(Q) + (« 

nbi Q3) denotat Talorem ipsius j3 eidem casui respondentem , et termi- 
nus (n)j/t omissus est, quia in hoc casu necessario esse debet y~o. Ut 
indoles quantitatum (S) et Q3) indagetur, formulae praecedentes cum formulia 
ad motum pure ellipticum spectantibus comparandae sunt Sunt ant^ hae 

alnl = oc^M-^^m) 
(19)~—J iiot 4- Co = Vo — ^o sin Vo 

Qo COS 9)0 = Oo COS Vo — ' Oo Co 

Qo BUk (po = aol^i— e* • sin 1^0 

Ao ^^ ^O "4" ^O 

Iqo = Iqo 

designantibus Oo, ^o, Ho, Co, ^o valores elementorum a, e, n, c, if, qui 
locum habent^ si vis perturbans evanescit, et Qo^ q>o atque 1^0 valores ipsa* 
rum Q, 9 atque i^ huic casui respondentes. 
Prior aequatio (18) suppeditat 

rdXo\ 
d(t) _ V d^J 

sed ex (17) et ex (19) eliciuntur 
hinc adipiscimur 



dit) _ «o(?)*« 



o 



dt in) qI (a)« V^iq^a 

aequatio vero altera (18) suppeditat 

« 

(22)...... 05) = i(?o — '(«) 

. quae quidem aequationes etolvendae sunt Quem in finem ammadverto ae- 
quationes (19) suppeAtare debere 
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ande 



go 
Oo 


_ l-e2 
1-Heo C08 q>Q 


Qoia) 


(q) l-l-eoC08^Po 



sed ex prioribus aeqaationibus (18) et (20) emergit 

9^0 = (9?) -|- ^—^0 
qua aequatio praecedens transit in hanc 

(Q)ao (i) ■*" ^° (!)^^* (9)co8(jr— «o) — ^o (^ sin (9) «m («— «o) 
p7(^)~ 1-^2 

Ex aequationibas vero (17) nanciscimur hanc 

(?)__l=(f>!_ 

(ii) l-t-(e)co8(g)) 
unde identica est haec 

|^ = l_(e)'-(e)gcosC^) 

Substituto hoc ipsius t^ valore in primo membro ad dextram aequationis 
praecedentis, nanciscimur 

J^oo l"-W-*"[^oC08(«— 3ro)"-(«)] ^cosCy) — ^o8Mi(3r— «o)[^8in(9) 

qa!^~ i^^ ' 

Positis 

Co sin (^r — ^o) = «2 (1 — W*) 
eo cos (jr— ^fo) == (c) + 1 (1 — (e)*) 
unde 

6S = (e)' + 2(e)(l-(e)')|+(l-.(e)Tr + (l-(e)W 

aequatio praecedens abit in 

(?) ao _ ^-1 (^ co,(T>-i?|«in(';) 

Po (a)— l_2(e)|-(l _(e)«){«-(l — (e)»)ij» 

Adhimento haiam aeqaationain aeqoatio (21) tranafertor ia hiuBC 

9 



L(22*) 



(23) 



(24) 



(25) 



•••••• 



dt («)* ^l_2(c)|-(l-(e)«)|»— (1— (e)»)iji4 
Porro aequatio (23) una cam aequationibas 

(a)*(n)' = x(M4-»n)' 

sabimiiistrat 

IQ.-1(S)=^1^^ + /|l-2(e)|-(l-(c)»)f-(l-(e)«).j'^ 

-1^1+1^5 cos ^)-i^^-^; sin ^)! 

unde aequatio (22) abit in 

(^)=-fI(l-6)+/{l-2^)g-(l-(c)*)r-(l-(e)')'2l 

-l|l+|gcos(^)-,2gj«in(7)^ 

obi posui 

«, = («)(!- 6) 

quae aequationes constantibus arbitrariis, quae integralibus fd^ et J*d^ 
addendae sunt, determinandis inserriunt 



15. 

Aequationes (24) et (25) Talores ipsarum d{^ et Q3) tenmnis finitis 
expressos suppeditant. Quum Tero suppono |, tj atque b esse quantita- 
tes perparrulas ordinis Tis perturbantis , aequationes illas in series infinitas 
secundum potestates productaque ipsarum f , tj atque b progredientes eTol- 
Tere nobis licebit. Neglectis cubb nec non productis trium dimensionun 
harum quantitatum, ex aequatione (24) facili opera elicitur 

H-S" j^^,co8^(V)H-6(e)J^^08(^)H--f (l-4-4(e)^) j rfr 
- fe J2 J^co8(^)thO^)+6<t)^^riB(9)jd^^ 



.(27) 
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ex qoa integrata emergit 

(«)(g)= («)(I-i)r-t- (c)-»-(l-*)l/{2(^ C08 (^)-H3(»)j(«)dt-2(l-*)^Jg>lii (^ («)dt 

-t-Syjg-,co8«(^)-i-6(c)Jgco8(^)H.2(l-H4(e)«))(«)dt [(26) 

~ Hn^^W^ "*' ^^ '*" ^^ -^^^'^(T) "" ^i<">*'*-^!/!^« 8»»» OP)H-|(l-<»)») j («) ^ 

designante (c) constantem hnic integ^ali addendam. Ex aequiitione (25) 
in seriem evoluta emergit 

(/D = 1 4-H 1 4»- 1 j JiJ C08 (^) -t- 2 (e) j -H Jj JlJ sin (i^).*. r g J^, co.= (i) - (1 ^ 

— 2 "~~2 

- 1, gj C08 (^) 8in (^) -H i?^{i g^, sin' (^) - (1 - (e)») j 

Integralia, quae haec ipsius (^ expressio continet, perfacile obti- 

• 

nentur, postquam ((I), cos (qp) et sin (9) in series evolutae erunt, id quod 
infra suscipiemus. Expressio haec ipsius (|3) in usum Tocanda esset, si ex- 
pressionem ipsius R in art. 8. datam ad perturbationes logarithmi mdii 
vectoris computandas adhiberemus; quum vero perturbationes has adiumento 
relationis (12) ex perturbationibus iong^tudinis computaturi simus, necesse 
esifz^ quae in hac relatione continetur, eyolyatur. Quae functio adiu- 
mento relationis determinanda est huius 

qnae locum habet, quomodocunque functiones ^^ et ^ detemunatae foe- 
mnt. Quem in fiuem elicimus ex aequatione (15) et ex alt^ aequa- 
tione (14), 

I (^ =2lQ — 2lii-{-l. a^nflZT' — l . (a)' (n) y^lZw» 

qoibas in aequatione praecedente snbstitutis, emergit 

l . a*nft^ — l . («)' (n) fl^ij^* — S =yt 

Sed quum secundnm art. 8* — S denotet perturbationes ipsiaa Ihy habe- 
tar, denotante Jh valorem pure ellipticum ipsius A, haec 

a^lho-^lh 



. .^ 



<» 



sive, propter aequationes 



, X (iif-4-m) , xCM-hm) 

haec 



^o^ 



Substitato hoc yalore ipsius S in aequatione pro yi^, emergit 

fS = 2lao — 2lia)+lno — lin)^ilil—€l)—il{l — iey) 

Quae aequatio monstrat in casu nostro f^ constantem esse, itaque 
f^zzzfz. In praecedentibus obtinuimus aequationes has 

iayiny = (^nl 

no =(ii)(l— 6) 
1 -eS =(l-(er) [l-2(e)|-(l-(e)^)f-.(l-(e)»)i,T 

quibus adiuvantibtts aequatio praecedens transmutatur in 

/t=/5=-fi(i_6)+|/[i-2(c)i-(i-(c)')r-(i-(cr)iiT 

slve ia seriem evohita 

(28)..... fi=f» = ib + ib^-^ie)i^iii+iey)t-Hi—i^yH 



16. 

Indole functionum J^ et SS* in praecedentibus determinata, in modnm 
expressionis ipsius T in art. 8. allatae integrandae ulterius nobis inquiren- 
dom est. . Expressio ista, introducta A, ita se habet 

T= J2*4.„.(„_,)_»+2_»l^[»,C„_a)_,]j(3?) 

Qttum fttnctio pertttrbatrii: £i sit fttnctio variabilinm v , r, jp, jjr, v^', 
^' JP 9 9^9 expressio praecedens monstrat ipsam T esse functionem varia- 
bilium ondecim A, q^ h^ v, r, |i, 9, v\ r\ |i% 9', qttarum novem 
^9 99 hj p^ q^ v'y r' y p\ ^ pro independentibus habentur; id qnod in 
praecedentibtts iam sttppostteram. Qttttm vero ope expressionis ipsias T et 
ope expressionum reliquarttm, qttae in calcnlttm vocabttntar, loco A et q 
ipsae ^ et ^ compntandae sint: praestat expressionem ipsins T nec non 
expressiones reliquas, qinbus utemnr, ita transfonnarey ut ^et^ loco X^q 



69 

explicite contineant. Quae transformatio perfacile ope aequationiun (13) 
et (14) perficitttr, illae enim quantitates ^ ei q in functione ipsius ^ ex- 
hibent, et hae qnantitates X et q in functione ipsarum 9, q et ^ expri- 
munt. Quodsi ponimus aequationes (13) in series infinitas secundnm 
sinus et cosinus multiplicium arcus (n)^ progredientes evolutas esse, ae^ 
quationes (13) et (14) suppeditant 

X= (n)f 4-(n)yf + jr+^, sin (n)f-f ^,8in2 (n)g:-f^, sin 3 (n)f + etc. 
Q={a)cf \B^ + B^ cos (n)f 4- ^^ cos 2 (n) f + JB, cos 3 (n) f + etc.| 

ubi c basin logarithmorum hyperbolicorum, ^^, ^^9 -^39 ^^^* coefiBcientes 
aequationis centri et JB^, B^, B^, etc. coeflicientes evolutionb notae radii 
Tectorb, adiumento excentricitatis (e) computandos, denotant, Quae ae* 
quationes mutata t ia t suppeditant 

v^ = {n)z -|- {n)yt -|- ^ -j" -^i **° W* 4" ^2 ^^^ 2 (n)z -{- ji^ sin 3 (n)z -j- etc. 
r ={a)6« [B^^B^ cos {n)z -f B^ cos 2 (n) « -|- B, cos 3 {n)z -|- etc.| 

Substitutis his expressionibus, expressio ipsius T quantitates ^^ fij z et tD 
loco quantitatum X, q, v et r continet. 

Porro quum perturbationes Solis sub forma ea, quam planetamm 
perturbationibus generaliter attribui , datas esse supposui : ' loco v^ et t^ 
quantitates z' et tv immediate datae erunt, quamobrem expressio ipsius 
T etiam functio explicita ipsarum z' et tv reddi debet. Theoria nostra 
planetamm praebet 

nbi f functio ipsius z' est» Sed loco huitts aequationis suppono in hac 
Lunae theoria esse 

nbi ^ est quantitas ex aliqua ratione ipsi y analoga. Introdnctione huius 
quantitatis, quam optimo iure in theoria quoque Lunae omittere potuissemus, 
efiBci potest , ut termini in ipsa (n) V huius formae at cos g' -|- at cos 2 gf 
4^ etc. , et termini in ipsa u/ huius formae § t sin g' -|- jS^f sin 2 g^ -|* ^^* 
evanescant, itaque in (n)V termini per tempus multiplicati solnmmodo hi 
d ^ sin ^ -|- d^f sin 2 g^ -|- etc. , et in u/ termini solummodo hi et cos g' 
-{- i't cos 2^*' -|- etc. remaneant, unde computatio perturbationum Lu- 
nae secundi ordinis paullulum abbreviatur, et forma eamm paullulum sim- 
plicidr redditur. Nacti igitor snmus problema: datam quantitatem z' quae 



/ 
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ad aeqMtionem v' = /' -|- ^ spectet in quantitatem analogam transferre^ 

qtiae ad aequationera v^ =f' ^ (n)yt -^- ^ pertineat. Cuius probiematis 
solntionem, quae iam in formulis art. 15. continetur, infra, ubi de aequa- 
tionibus nostris in series infinitas evolvendis sermo erit, copiose explicabi- 
mus. Quamobrem hoc loco suppono perturbationes Solis aequationibus his 

datas esse, ubi f eX 7 functiones ipsius :& sunt et ex hac quantitate adiu- 
mento aequationum ipsis (13) plane analogarum pendent. Quibus prae- 
missb habemus 

t' = {€i)c^ {Bf^ + B; cos {n)z + B^ cos 2(n)5 + B; cos 3(n)s + eic.\ 

ubi stf longitudinem perigaei Solis denotat, et ubi coefficientes aequationis 
centri -^^, A'^, etc. et coefBcientes radii yectoris B^, B^, B^, etc. ope 
excentricitatis terrae computandi sunt. Substitutis his expressionibus, quan- 
titates yariabiles v^' et r in T per ;& et w' redditae sunt. Adiumento igi- 
tur harum serierum omnium expressio ipsius T modo data^ in seriem infi- 
nitam evolyitur, quae explicata functio yariabilium independentiuin ^, ^, hy 
Pi 9> ^S ^S p\ 9'j atque yariabilium z et u; ex ^ et ^ dependentium, 
facta est, et quae praeterea constantes (a), (n), (e), st^ (a), (n')y (e'), nf 
continet. 



ir 

Terminus constans in ipsa A, qui est yalor imperturbatus huius quan- 
titatis, est 

no = — 7=- 

cnius loco quantitatem (h) illis (a), (e), etc. analogam introduci oportet. 
Sumtis logarithmis hyperbolicis aequationum 

ho = ^^^ei(h)=S^ 
snbtrahendo inyemtur 



n 

Ifto — i (A) = «oo — I(a) -f foo — Z (n) — I Z (1 — c2) ^ I i (1 — (e)0 

quae eodem modo quo expressio ipsius f^ CTolvitur in 

W,=l(ft)-X6_|6» + (e)|4.|(l+(e)')f + t(i__(e)'),,* 

ubi cubi productaque trium dimensionum ipsarum 6, | et ij neglecta sunt. 
lam habuimus aequationem hanc 

lh — lho — 8 

quae, substituto valore ipsins Iho modo invento, transit in hanc 

Z* = Z(^)~(S4.«) 

nbi breyitatis caussa posui 

c = |6 + i6' - (e)| - i(l+(c)')r - ^(l-(e)')i2' "•.•(29) 

quae aequatio insuper monstrat esse 

Hinc evadit 

fc = (*)c-(^+0 (30) 

Substitntis igitur non modo seriebus art. praec. yalores ipsarum A, (^ 
V y T^ v\ r' suppeditantibus , sed etiam yalore praecedenti ipsius h in ex- 
pressione ipsius T, quantitas haec functio variabiiium independentium in- 
cognitarum ^^ P^ S^ p^ q, fnnctio variabilium dependentium v, Vj functio 
TariaUiium cognitarum t;^', r\ p\ q' et functio constantium (a), (n), (e), (h% st, 
{a')j (n ), (e'), nf^ quae etiam notae supponuntur, expiicita reddita est. 

Ipsi ^ ex T indagandae aequatio haec 

T— ^**'-^ 

dt 

tlt 

inservit , itaque quantitate ^ opus est , quae functio ipsarum ^ ei S reddi 
potest. In art. 13. invenimus aequationem (15) hanc 

dt — (?Ua)H«)Vi3Sr» 
qiiae primum «pe aequationnm 



(31). 



T2 

transit in hauc 

dt _ r (*) 

sed posterior aequatio (14) suppeditat 



et aeqnatio (30) 



itaqne 



••••• 



^ = c-<' 






dt 



qoae aequatio etiam ex hac 

derivari potuisset. Haec enim statim suppeditat, quomodocnnque fun- 
ctiones A^ et S^ compositae sunt, 

^ = c ^+f^-^P 

dt 
ex qua in casu nostro, iihif^:=zB est, aequatio (31) statim emergit 

dt 

Hinc igitur factum est, ut aequatio valorem ipsius -^ exhibens, 
scilicet aequatio haec 

functio explicita variabiiium et constantium modo enumeratarum evadat, et 
eodem modo aequationes valores ipsarum ^ et ^ exhibentes fimctiones ex- 
plicitae earundem variabilium et constantium redduntur. Quamobrem, et 
quum aequationes yaiores ipsarum ^ et ^ exhibentes, ut infra elucebit, 

functiones quoque variabilium et constantium earundem reddi possint, ae- 
quationes quinque, quae integratione respectu temporis Talores yeros quanti- 
tatum quinque ^, ^, S^ p et q suppeditabunt, functiones explicitae 
earundem yariabilium incognitarum , porro functionefl yariabilium » et u; ex 



n 



illis deptodeuliiim : et "ftinctimes tifeieMlkiin .cogiutariifni a/, ^l^^ f(y.0t ^ 
faotee! simt'^)^ ;!et.'pmAeroft:Wiimiiiodo QomtaiileB (a)., ,iu)j (e}y,(h}y^^ 
ia% (n <)t (O et j^^ quanus Tal(»es muneikos datosi e»9^ snppoi^tiiry owir 
•tinent ■' 



1 ' 



• 'I 






; f -■ . ••;• :': ■ "■ ■» *"■■■' ^/ '■•.: ■•::5i<;.5:/' .:l ; M' . 

Quom in aeqpiationibns • differentaalilmy modo . descriptifl Kariabiles \ tdil 
modo iUigatae sint, ut aequationes liaB.directe integ^i neiqjaeant, ad plu* 
rea deinceps approximationes nobis refugiendum est . Quamobrem ab kA^ 
lio Talores Tariabilium indagandarum dari debent, qui a veris eairum yalo^ 
ribus non n|si quantitate primi \ ordinis respectu yis perturbantis aberrant; 
quibus substitutis, integratione aequatibnum differentialium Talores Tariabi- 
lium obtinentur, qui a Teris non nisi quantitate secundi ordinis differun^ 
et hoc calcnlo approximatio prima peracta erit Valores Tariabilium, quos 
approximatio prima suppeditabat, quum non nisi quantitatibus secundi or- 
dinis a Teris earum Taloribus distent,' ad approximationem secundam ab- 
solTendam in aequationibus nostris differentialibus substituendi sunt, unde 
post integrationes peractas Talores Tariabilium exibunt, quorum error tertii 
ordinis est; et eodem modo approidmationes subsequentes absolTuntur. 

Ad primam igitur approximationem absolTendam Talores Tariabilium a 
Teris earum Taloribus quantitate primi ordinis respectu tIs perturbantis di- 
stantes, ut dixi, cogniti esse debent; haec sola conditio est, et quantita- 
tes quaslibet, dummodo huic soli conditioni satisfaciant, substituere nobis 
licet. 

lam aequatio (26) suppeditat Tajorem integmm ipsius (iz)^, quilocum 
habet, quoties Tis perturbans eTanescii, qui Talor functio ipsarum 6, | et 1} 
est Sed quum supponam, ipsas 6, | et tj esse quantitates eiusdem ordi- 
«8 ac Tim perturbantem, Talor qtioqne siniplicissimus (fi) t 4* (<0 Ipsius (n) g^ 
qni nascetur, si 6, | et ij cifraje aequales positae fDerint, a Tero ena 
▼albre non nisi quantitate primi ordinis differt, itaque eobditidni rtquisi^ 
lae satiifacit Hino Mquitur in approximat]one|mma expressionmi siaiidi*- 

*) —^ eniin giw tpoiite foi^f^onem MUai*^» itaqiro faiietjanem fps^irp^ { e^^^p |p^ pnettat* 
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<ds8}itiam {n)t ^ (oy hj^ Xn)S Mtilk^^ pone. Porro, factis A, | ei i; 
dlfiM aei|iialibii9, aci<]tuatiO (27) idonatrat, fieri qnoqpie (^) :±= o^ Haljpie, 
qMin jl {psa eit qiiantitaa dus^m OEdinb ao tis perturbans, .in apprbxiiiiar 
tione prima ^=0 ponenda est, et simili modo demonstratur in appmi^ 
matione prima S=zo et b =0 ponendas esse. Quum loco (n) s et fo 
valores illis yaloribus analogi substituendi sint, in approximatione prima 
(«i)f 4* (c) loco (n)z et cifra ipsa looo tv ponitar. Qnam vero (n')&', w\ 
|/ et ^ sint qnatititates notae , • etatim valores earum integros subslitneve 
Hoeret, iiisi rei accommodatissinwm esset, loco harum quantitatom Talores 
illis valoribus analogos substituere. Denique aequatio (31) suppeditat iMib 

iisdem conditionibus ^ = 1. Congestis his omnibus, in appronmatione 
prima nobb ponendum est: 

r 

(»)» = g 

• P = o 

■■.,•■• . : tt? = 

. w' =z 

8-{-t = o 

dt 
uhi 

- ■ * • 

y = («)^ + (c) 

g =in)t +(c) 
g' = (nV + (o') 

Quinam valores in approxinmtione prima et subsequentibus ipsis p, q^ 
p' y 9^ attribuendi sint, infra demonstoibitur, Quibus valoriliMa omnibiiB 
aubstitutis , aequationes differentiales nostrae functiones evadunt constantium 
<a), (tt), (e) etc. et irariahilium independentium t et I. His aequatbnibns 
intf^gtatis, cCM;istantes ar^trariae additae ita determiDandae sunt, ui, dele- 
tis terminis a yi perturbanti prolatis, valores pure elliptici variabilium no- 
strarum redundent. Itaque ad valorem ipsius (n) ^ tali modo inventum tan- 
quain cotistans arbitrarii addi' debet valoripsius (n)(^, qui per aequatio- 



V .« 



TA 

nem (2JJ) diLius '^st, et in' qHCi, postquam ^ c6s(^, ^ tb (^, etc. in 

series evoktae erunt, ^tiam (n)}^ loco (ii)(p ponenda est. Qopties p 
ex inte^ta quantitate Rdi art. 8* elicitur) ad integrale hoc addi de- 
bet valor ipsius (/)) per aequationem (27) datus, quoties vero loco eius 

w ex aequatione (12) elicitur, nihii addendum est, quia ipsi^s in hae 

, , . . . . .... ^ 

aequatione contentae iam conditio, quam aequatio (26) exprimit, superstru- 
cta, et ppe aequationb (28)) quae yalorem ipsius jfs exhibet, eigpressa est; 
denique integraii, quod ipsam 8 suppeditat, tanquam constans arbitraria € 
addenda est. 



19. 

Appromnatione prima eo modo quem descripsimus peracta, perturba- 
tiones omnes primi ordinis innotescnnt; et substituendis iis yariabilium Ta* 
loribtts, quos approximatio prima suppeditavit, perturbattones osque ad qnan- 
titates tertii ordinis accoratae obtinebuntur. Quum rero in approximatione 
prima iam primum et maximum ipsarum (n)^ et (n)s membrum aubstitu- 
tum sit, in approximatione secunda diflferentia tantum inter valores ipsa- 
imm (n)^ et (n)z erutos et maximum earum membrum, quod est resp. jf 
et g^ substituenda est. 

In secunda igitur approximatione ad ipsas yj g et g^, quae in aequa- 
tiombus nostris diflferentialibus loco (fi)^, (n)z et (n)' s^ substitutae erant, 
incrementa (n) S^j (n) dz et (it^ dz' ubiqne addi debent, quae ita se habentt 

(n)6^ = — / -|- ei ipsius (n) ^ valori inte^o , qui in approximatiPne pri- 

ma inventus erat; 

(n)8z = -** ^ 4~ ^^ ipsius (n) z raiori integro , quem approxbnatio prima 

prodiderat ; 

onde manifestnm est, (n)8z obtineri tiiuiaiidfa t in f iii raloire ipsius (n)d^; 

i' 

(njSz^ =: perturbationibus longitudinis mediae terrae; 

in hoc tamen calculo solummodo .ii ipsius (n')dV tennini) qui per tempus 
ipsum muItipJiicati sunt^ et tejnttial a Luna ipsa producti in apprminiatione 
seonnda sulii9tttueiidi sunt .,. «: . . t 
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cunda ratio habeH ' potest. Attt per valores eanim in approximatione prima 
eodi)^tltai68 fonctibWs ei^cmenikles hae cP,' c"^:, 6^ ^t' b^-i^^^^^^nciiines 
sOuud irariabiiis t redcli et tales In terminis debitis aeqtiationiim dtffereh- 
tiailium' substittti, attt |3, ti;, u/ et — ('^4*0 P'^ increiiiebib^ipsariim 
Iq'^ tr, Ir et ihhaben posstmt. Modum hunc, ^ui illo siidjjilicior esi^ 
s^uar. ^ ♦ 

Sint igitttr^dZQ, db*, ^2/ et dlA resp. iiicrementa, qikai^ !n apprbidnia- 
tioil^ secttnda eii'^'iiltytioribas quantitates Iq^ If^tr' et Ih d^piuiit, (joortiiti 
ratio non minus quam ipsorum (n)d^, etc. ope theorematis Taylorian! Ha- 
benda est; tum ex praecedentibus facile colligitur in approximatione se* 
conda esse debere: 

61q zn ei ipsius |3 valori integro, qui ex approximatione prima elicitus 

erat; 

Slr == anaWo ip^ius w yalori; . : . 

. Slh = analogo ipsius — (S^-f-O yaloii; ^.,\ 

ilf^ '= u/ quae ex motu terrae dota est. 

In u/ non minus quam in (t{)6z' solummodo ad terminos per tem- 
pus ipsum ihttltiplicatos et ad terminos a Lona ipsa productos respiceire 

opus est.. Denique ad valorem ipsius j-, qusdis in approximatione secunda 

ieqiiintp4r, indagandum aequatione fi^ita (31) opus non est, nam diflEerei^- 
tiato yalore ipsius (n) ^ integro in approximatione prima invento secundam r, 

statim yalor requisitus ipsius ir innotescit. 

Substitutis his yaloribus nec non yaloribHS ipsarum dp et Sq infra ex* 
plicandis , aequation^ differentji^s nostrae nsque .ad : quantitates tertii oih 
dinis accuratae erunt, et functiones explicitae yariabilium independentium t 
et I se praestabunt, quae integvatae yanabiliuqi nostrarum terminos secundi 
ordinis suppeditabunt. Quibus computatis et ad yalores quos approximatio 
prima prodiderat additis, variabiles hae usiqtte ad qttantitates tbrtii ordinis 
aecuratae mnt^ et "simal yalores inercfiA^torom (iv)^^;, (n)Sz^ il^^ ilr^ etbi 
innoteseunt^ ^bus ad approximatiotieiii tevtiam perajg^endam opus est; ^* ti( 
sic porro pro approximationibus subseqttentibtts, '*i' ^^^''liis -^opilfl^^ 



n 

GoqqpntMMOtir* yero obhws absriBtae tmimalki qnando ad approx&natkmem 
pevfemetar)^ qnae advalores TariabiUnnii nost]»n^ quales ex approxUn»? 
tionibus auterioribn» bun innotescnnt, terminos linutem i^nin detenninatttmr 
que superantes non addit. ! 



» « « » 
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Quantitatibus . & , | et ij adhuc solam conditionem superstnudmus , nt 
qnantitates parvulae primi. ordinis jespectu /vis perturbantb sint. Qua^ 
quantitates, si indeterminatae manerent, efficerent, ut non modo perturba* 
tiones ipsae sed etiam quotientes earum differentiales respectu semiaxis ma* 
ioris, excentricitatis et longitudinis perigaei Lunae per formulas nostras in- 
dagarentnr. Quodsi igitur, computatione perturbationum peracta, yalores 
h^Mrnm elementorum in calculo adhibitos non satis accuratos reperisses, er- 
rorem commissum adiumento quotientium illorum corrigere posses. Sed 
pnLestat aliam ingredi yiam et quantitatibus 6, | et ij determinatos quos- 
dam attribnere yalores, quos confestim explicabo. 

Si indolem expressionis ipsius T perscrutamnr, fiiciii opera eomp^e- 
mus, yalorem ipsius (n)^ quem soppeditabit sine resp^ctu .constantb arbi- 
trariae ei addendae huius esse formae: 

(njpt^^it-t^q cos g-^-q' sing^-^-j^sin^-y-f^^g^^+S^s^^^C^^y+^^)"!"^*^ 

-j-5r^sm(2y— g^)-h y,, sin ( 3y — 2g^)-fetc. 

-f (t-O^ cos2g*-|- »^ sin2g*4-r"sin(-y4-35^)+r''sin(-2y-f 4g^)4-etc 

^r^Bin (y+5^)+r,,8in(3y —g) 4-etc 

^ etc. 

+ 2?^ (r-l) G4W (i^+iV4-l^ 
4- 2B sm (xy+(i-x)g« ^- tg+D) 

ubi p^ 9, q'^ etc. r, r\ etc, ^ et B coefEicientes constantes yel numerici sunt, 
et D arcus huius formae (xf -{- 1^ est , nbi fi et v quoque donstantes , et ubi 
inter terminos sub signo summationis contentos ii excludendi sant, in quibns 
simul i = et D = o^ quia terminos ad hos yalores pertinentes separatim 
adscripsL Ex expressione yero (26), quae terminos suppeditat, qui. ipsi (n) ^ 
tanquam constans arbitraria addendi sunt, facile concluditur, coefficiei^ 
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Ipisnilii i^ i^ ei if in scries infinitas secudkdn ram% el eoefikicntes ipsa^ 
nm 1} et ql in series infimtag secnndani cosinoa multiplicinm iprinfl f pr«H 
gtedientes evoWi posse; dextram igitnr hnios aeqnatioms membrum bnlns 
forniae est 

y.(ii)6r + ^d(l-6)|+*f + V^ sin y+ K(l-*)f+*T+*^i?*| sln 2y + etc- 
-^- [lit-i)rj -|- mij^^ cosy -f- K (1 -ft) 1? + ^'«?f| cosiy 4"®*^ 
ubi d, A, %9 1^9 etc. {, m, T, etc. coefficientes constantes ex excentrici- 
tate (e) dependentes denotant. Si hanc expressionem ad praecedentem ad- 
dimus, vaiorem integmm ipsius (n)^ habemus hunc 

(n)f=K«)fe4-(»)P*4- |d(l-ft)l+ftf Wl «ny + K(l-*) f +*T+ tVl «n^y +ete. 

+ |l(l-6)ii + mi2l|co8y+^r(l-6))2 + m^ijl^cos^^^+etc. 

4-(t— O^cos fi'+8'8m ^4.5r*8ui(— y4.2g^)+5"Bm(— 2y+3^)+etc 

+ j,8m(2y— ^)+9,^8m(3y— ^g-^+etc^ 

-|- (t— «) r cos^a^+r' 8m2^-f r* 8m(— y+^^^+r"' 8m(— 2/+4^) +etc, 

4-r,8m(y 4- g) 4.r,8in (3y — «•)+eta 

4" etc. 

4- 2^(t^i) cos (»^+»V+^) 

4. 2? JB sin («y + (»— «)y + »V + D) 

Hinc mntata r in t inTenitor 

in)z=g-\-in) (p-b)t+ |5r'+y'+5-+etc.+5,+5„+etc +d(l-6)|+fcr -\-h,j'l 8in ^ 

+ ^/+r-+r'' +etc.+r,+r,,+etc. +cr(l-6)|+fc'f +*^i^'^8in2g 
+ etc 

+ \lii-b)ij-\-mi^l ^»g-\-l^ii^)iJ-\-*n'iji\ cos 2^ + etc. 
+ 27Csin(^+,V+P) 

lam quantitates arbitrariae 6, £ et 1} aptissime ita detemdnantur, 
ut fiat 

o=p — 6 

o===9' + y'4.g'4.eta + 9,+9,,+ eta + d(l-6)|+Af+*^^ 

= ri 

unde nanciscimur 

(n)» = ^ 4- F sin 2g^ + etc. -f- 2;C sin (t^ -f- fg^ + D) 
tttii 
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.. F3=y 4, f<» -f r™ etc + r; -f- r^ + etc. -I- ir(l -^b)i + ^T.^- *V 
i^« z= etc» 

' Computatis igitmr 6, | et ij par aeqoationes has 

'6 = jp 
/if + d(l-p)| =-(9'+y"+5"'+etc. + j, + £„ 4. etc.) 

'1 f * * ■ 

1^=0 

et gubstitutis yaloribas earum hoc modo erutis in expressione praecedente 
ipsios Fj etc, (91)2 praeter terminum (n)t in ipsa g contentum neque 
terminos huins formae, nec yero termimim fomae H sin g*, hoc esi 
temiinnm, qui dusdem formae esset ac temunus maximus aequationiii 
centii, continet. lUnc factum est, ut computatiom numericae perturbo- 
ti<mum yalores ii motus medu et excentricitatis Lunae snperstruendi sint, 
qui ex observationibus astronomicis immediate proyeniunt, ita ut calcuk) 
indirecto, quo ii, qui rem ante tractavere, valorem excentricitatis in formu- 
lis perturbationum substituendum scrutati sunt, in methodo nostra opus 
non sit 

Denotat igitur (e) eum excentricitatis Lnnae yalorem, qui ex obser- 
Tata aequationis centri termino maximo ope indolis eius pnre eltiptica^ 
eruitur, et (n) (propter terminum (n)yt in longitudine rera v^ introductum) 
observatum motum medium anomaliae mediae Lunae. Valor semi- 
ftxis maioris orbitae Lunae (a) in calculo numerico perturbationum adhi* 
bendus ex (n) ope aequationis eruitur huius 

(n)"(a)' = x(ilf + m) 
et quum in computatione hac, ut infra clariu^ intelligetur , praecipue 
quantitajte hac ^ . ^ • ■t^ opus sit, habemus per aeqnationem praeceden- 
tem et per hanc 

(ny (ay = «(M4-mO 

quae ad Solem spectat, 

ni (ay _ (n)* t__ 

M^m ' idy ~ («)* * . . M 

M 

ubi igitur -^ massam terrae pajctibus massae Solis expressam repraesen- 
tat, et (n') motum medium anomaliae mediae terrae denotat 



i' * Qmim pertiirtmtidiieB Jjuafeie ita exUI^eri debeant^ «t longitndo pirigaei 
ubique in argumentis perturbationum explicite indicata sit, praeridere quidem 
potuimus, quantitatem ij ia.^^. calcuU cifrae aequaleoi o/Bcessario inventum 
iri, sed quum quantitas haec ad problematis in art. 16* enuntiati solutio- 
nem spectet, eain in formuli^ illis praetermittere nolui. Acc^t ethufi qnod 
eadem quantitas in theoria perturbationnm planetarum utiiitatem affene 
potest; in hac enim theoria perturbationes .ipsius (n)js sub forma hac 

2C.siniig-\-r/)-{-2C,co»(ig + rgr^ 

«xprimi debent, nt in theoria loTis atque Saturni amptiufl eiiptioayi^ l^tam 
I ita determinanda est, ut terminns C. sin g* , et tj ita ut terminus C^ c^ g 
evimescat. Quo factum erit, ut in hac quoque theoria excentricitatis ef Jpn* 
gitudinis perihelii yalores, in calculo numerico pertorbationnm adhiben$ 
slnt, qui observationibus astronomicis immediate reperinntnr. 



r * • 



21. 






His de perturbaiionibus longitudinis radiique vectoris expositis, ad 
perturbationes quantitatum p ei q^ e quibus perturbationes latitudinis et re- 
ductionis longitftdinis pendent , : explicandas peryentum est. 

In praecedentibus incUnationes omnino negleximus, habita vero earfnn 
ratione, positoque axi coordinatamm x et ^Vin nodo ascendenti orbitae m 
cum plano ipsarum ory, habemus 

j? = r cos (v — 6) 

y = r sin (v — fl) cos i 

2 = r sin (v—6) sin t 

x' = y sm 0—ti sin (i/—ff) cos / + r' cos (0—ff) cos (v'—ff) 

tj — r' cos (6—ff) sin (v'^ff) cos i — r' sin (d—T) cos (v — ^ 

z' = r' sin (v — ff) sin / 

Substitutis his coordinatarum expressionibus in expressione ipsius Si in 
art. 1« data, £i functio reddita est quantitatum v, r, 0, i ad corpns nt, 
et quantitatum analogamm. ad corpus m' spectantium. Quum rero sit 
v^=/+Z5 «^=^/+o'+^> Z = cj+/cosid5, habetur 
(32) t^r^r^ + fl + oi — x=«^ + ^— -/cosfdfl 



al 
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qnaeam . V : eBmiiuai et- qnaiititate t^^ reddi poftest, et eodism modo v 
quantitate analoga v^ redditiir. Quibiis factis, i52 functio ipsamm r^ r, ^ 
0, v^^ r\ % yV evadit. Porro adimnento relationmn inter i atqne et jp 
atque q in Sectione prima datamm t atque quantitatibas fi atque q^ 
et eodem modo S atque ff quantitatibus p' atque ^ reddantur. Hbae 
factum est, nt Si functio evadat quantitatum v^^ r^ p atque q ad cor* 
pus m, et quantitatum analogarum ad corpus ni spectantium; id quod 
ia praecedentibus iam supposuimus. « 

Aequationes e quibus motus corporis m pendet, si ad inclinationes non 
fespidtur, ad aequationes tres, incognitas £^, ^ atque 8 suppeditantes, le- 
duximus^ quae aeqnationes variabiles independentes Zy^^ 8j p atque q ad 
corpus m pertinentes continent, et simul quantitates v^ et r^ quamm fim* 
ctio Si est, quantitatibus z et w ex variabiiibus ? et /3 pendentibus reddere 
edocuimus. Valoribus perturbatis ipsamm jp et 9 determinandis inserviunt 
ultimae duae aequationes (1) hae 

quae secundum praecedentia functiones variabilium independentium 8y p at- 
que q et yariabilium dependentium z et w^ quae omnes ad corpus m 
spectant, sese praestant; qiiae aequationes quinque omnes praeterea quan- 
titates variabiles z'^ w', p atque q ^ ad corpus ni spectantes, continent. 
Mutatis quantitatibus ad corpus m pertinentibus in analogas ad ml spectantes 
quantitates, et vice versa quantitatibus ad hoc corpus spectantibus in quantita- 
tes ad illud pertinentes, quinque aequationes illis plane analogas nanciscimur, 
quae ad motum corporis ni pertinent. In problemate igitur generali trium 
corpomm, quod est problema quo et motus corporis m et motus corporis 
ni investigandus est, decem aequationes totidem rariabiles independentes 
cohibentes simultanee integrandae sunt, et quum quantitatibus p atque q 
et reductio longitudinis v^ ad planum fundamentale ipsamm xy et latitudo 
corporis m versus idem planum, nec non quantitatibus p' atque ^ et re- 
ductio longitudinis v'^ ad idem planum et latitudo corporis ni versusi 

11 
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(33) 



planam petfecte deterflifaietiir^ nd looa c tiiyi r um in atqro m in «patio i 
iegre comptttanda hae aeqnatiotteB decem: suffidmit 

In theoria ig;itar Lmiae^ in qn propter perparvnlam Lunae a Terra 
dbtantiam jespMta ifiitantiae Terrae a Sole, Solis cooidinatae cogntte 
ludbM posBvnt, qnae theoria propterea casus apecialis problems^ gen^ 
raliB Irium corponun dici potest, qainque aeqaationes totidem variabilea is^ 
dependentes cowtinentes simoltanee integrandM soiit) et hae aeqnationei 
qninque ad loca Lunae in spatio peifecte computanda saffidant, id qae4 
iam in fine Sectibnis primae admonnimas. Elemenia vero siye yariabiles 
independentes sex ad Lanam ipsam pertinentes, quaa ab initio aeqnatioiiet 
qoinque nostrae continebant^ in praecedentibas ad yariabiies independentea 
qninqae reduximas. 



22. 

Quum quantitas £i aut per i^ ^^ i^ ff^ ant per p, 9, jp% ^ ex- 
• pressa valde implicita, et revera a plano fondamentali independens sit: 
praestat loco harum quantitatum inclinationem mutuam orbitamm nt at- 
; que m' nodosque huic respondentes introducere. Quem in finem conside- 
remus triangulum sphaericum ab ambabus orbitis et plano ipsarum xy for- 
inatam. 8tt huius trianguli latas, quod orbitae m sive Lunae pars, 4^ 
latud, quod orbitae m sive Solis pars, et d — ff latus, quod plani ipsarum 
xy pars est: tum anguli his iateribus resp. oppositi erunt i^, 180'' — i at- 
qne /, denotante / inclinationem mutuam orbitarum m et m'. 

Ut quantitates J, <& atqoe W in formullg nostris introducantur, pono 

(34)...... y = a X + ft r , y' =; <r + p', r 

uIh aeqoationea eonditionalea locnm habent hae 

I «» + < + «: = 1 , «'^ + «? + < = 1 
(35)..-.. r 4- pr + ft' = 1 » r + ^r + ^: = 1 

et tibi s^tuo esse * 



•••••• 



(36) 



r = rsin (t; — fl — ^) , T =^ r' sm (t/^ffr^V) 

ila iit X atqjie y sint coordinatae corporis m in ipta eins orMta, et X! 
atqiie JT coordinatae corporis m' in ipsa eins orbita tali modo colloca-| 
fae, Qt aw poMtiyus ipsarum X atque X! in aodo aaelMidentV orbitae m 
cam wbita mViaceat. v 

CQmpaiatia .hia coordinatamm expressionibus ^um itermn eKpressioni-l 
bus btU praec«9 invenitar 

a =: cos $ 
(i =: — sin $ 
a = sin ^ cos i 
fi^/=^ cos^cosi 
a^=: sin $sini 
^^^= cos^sini 

a' = cos (e— eO cos ?F 4- sin (e— e') sin ?F cos f 

/y = ~ C08 (e— e') sin ?f4- "» (e— e^ cos y cos r 

a\ = — sin (e— e') cos ?F -f- <^<>8 (^— «0 ^^ ^ «os ? 

/y^ = sin (e— e') sin V^ cos (e— e^) cos y cos / \ — (37) 

= sin t sin (e— e'). sin i" sin ^P+cos f. (cos(e— 6') cos ^'^«"^(O— *0 ^^ ^^^^ 0| 
i/^^= sin ^Fsin/ 
^^^= C08 S^sioi' 

iibi posterior ipsias j3'^ expressio , mnltiplicato priore termino per sin^ S 
-f- cos* Vj ex priore expressione evasit^ Ipsis f atqne ff ex expressionibas 
his eUnunandis insenriunt relationes inter angulos lateraqne tridn^^ sphaer- 
rici sapra memorati. Trigonometria nphaerifca statim anppeditat ,p 

C08 ^ = cos (e — e') cos V + sm (• — ^e') sin V cos i' ' -..••••(a) 

dn^eoa/ s co8(e— «'^sln V^iAhX^^i^ cOB^i^i (ft) 

sin $ cos i = — sin (e— e') cos V + cos (e— e') sin V cos i' .•••...•.(€) 

,8in<&8in/= ain / 8111 (<— e') .^it) 

sin^sin i = sini' sin ^ (0 

cos i' = co8 /cos i 4" sin /sin i cos^ ..—...(/) 

cos 9^ sinf = — «hi /co8 i 4~ cos/sinl CQ9 ^ * .•••-•(^) 

11 ♦ 
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quibus relaticmibiis f atqve f ex expressiombm (37) fltatim elimamai pos- 
smit, mide evadmit 

a =: COB ...-•..•••. ex (0) 

^ s *— gin ^ GO8 1 •*•..*—.••••• •••M ex {V) 

c/^ =: sin ^ cos f ..••••..•• ex (e) 

^^ = sin /sin f 4- cos 1 cos t cos ^ ex (cQ, (c), (/) et (a) 

</,, = sin $ sin f ••.•.••...•••••..••...••• *ex (e) 

^,^ = — sin / cos f 4- cos / sin f cos $ •••.••• ••.......•«. ex (g) 

lam substitutb aequationibus (34) in formula 

J^ = (or— ory + (if—!/r + («— »T 
elicitur propter aequationes conditionales (35) 

-2(p«'+ft«',+ft/„)rr-2(^+^/,+ft/jrr 

Valoiibns Tero ipsanun «, ^, etc. «,, ^^, etc. ex (36) et (38) peten- 
dU snbstitatis, emergoiit 

• «m/ + a/, + «y„ = 1 

«^ + «/, + «/« = <> 
^' + ft< + ft/« = o 
I ^+ft^, + ft/„ = co»^ 

Expressio igitur praecedens ipsius ^, si insuper ralores ipsamm X, Y, 
X! atque F' substit|iti erunt, abit in 

^*= r' ^V*— 2iy cos (f;-fl-<P) cos (i;'-fi'- 30 — 2rr' cos /sin (t;-^$) 8in(f;^fl'- 9^ 
quae, positis 

^= y4-/co8iW= ^^+x — © 

propter aeqwtionem (32) et dus similem ad corpus ni pertinentem transit 
in hanc 

(tO>~~» ^=r*+/* — 2iy cos(t;-9))co8 (t/-^) — ^r/cMlain^r-^^wn^o^^-^J) 

Hinc et qamn, facili transformatione institota, sit 






nuiifagtaiii ait^'> itf fciictioiMii» ipMnmi r,, r, V,, f<, ^, ^ «tq«e Jfv^ 
ctam esse. > 



*8. 

Qaum tnuisfonnatioiiibiis in art praec' peractis aeqnationes nostrae 
ij (^9 ^9 P A^[ue 9 suppeditantes , quia ex Si pendent, functiones ipsamm 
I^ ip^ iff loco ipsarum py q^ pS, S^ factae unt, necesse est aequationes 
differentiales investigentur, quibus yalores perturbati ipsarum /, (p atque ^ 
compntandi sint Quem in finem relationibus art. praec. a triangulo sphae* 
rico inter orbitam Lunae^ orbitam Solis et planum fimdamentale suppedi- 
tatis relationes a£ungo trigonometricas has 

cos / =r cos i cos / -|- sin i sin / cos (0 — ^ ..•.•...( fc) 

sin /cos V=z — cos i sin ? •{- sin i cosi' cos (9—6') .•..-..( i) 

9in/sin 9^=: sin i sin (d — ^) -......(*) 

sin / cos ^ = cosi' sin i — sin / cos t cos (0 — O') — ..••(I) 

cos y = cos (0 — e') cos ^ — sin (0 — 0') sin * cos • ...-...(m) 

cos / sin ¥* = sin (0 — 0') cos ^4- cos (0 — 0^) rin ^ cos i ........( «) 

cos/sin ?P=cos(0 — ©'^sin ^-f" ®"* (^ — ©Ocos^cosi •-— •(^) 

cos i = cos / cos i' — nalsint cos y . ....-..( jp) 

quas idem triangulns subministrat. Differentiata relatione iK)y adinmento 
relationum (cQ, (i), (h) atque (Q statim prodit 

iJ/= cos «Mi — cos 9W 4* sin i sin 0dd — sin i' sin 9W 

Differentiata relatione (m), ope (n), (o) atque (i) nandscimur 

dV= co8/cI$ + C08 f (d0— dfi')— sin/sin 4Mi 

Eodem modo lelatio (a) una cum (b) , (c) atqne (d) suppeditat 

• * 

* d« = cos Jdy — cos » (d9— dlO + sin Isin ^d? 

Elimiiiata tum dV tum d$ ex his aequationibus , nanciscimnr 

dd> = (cos f cos /- cos i) cosec^ i (c20 - dSf) — cotg /sin <Pc2i -{- cosec /sin ^FdT 
d V^ (cQ^ i' cos i 008 /) cosec^ /(d0 - dff) — coseo /sin ^di -{- cotg /nin Vdi" 

Aeqo&tiones Tero (39) diflTerentiatae piaebent 

fiip=:d«-f-eo9ld9 , li^ =r <i!P-f eo8 /dS' 



Svbstitatis his ipfanun c^, dg/cIpV, atqpe^^df^: fil^tfibM ia aeqnati^ 
lubus (41)9 nanciscimur 

*= ps= "^ ^C^ * -^- i^ "*« ^C^D * 

quae ad problema generale trium corporum spectant Hoc quidem proble- 
ma soluturi, nunc novem aequationes totidem variabiles independentes co- 
hibentes habemus, aequationes puta in praecedentibus pro ^^ ^^ 8y ^j (f 
et tS^ evolutas et aequationes (44) pro J, 9 et «^, quae novem aequatio- 
nes simultanee integrandae sunt. Quibus factis, valores perturbati ipsamm 
Zy Wy Sy z' y w j S^j ly (p ei il> innotescunt, qui solam variabilem t con- 
tinent, quamobrem post substitutos hos valores aequationes (42) valores 
perturbatos ipsarum p atque 9, et aequationes (43) valores perturbatos 
ipsarum p atque q' suppeditabunt. 

In theoria Lunae, ubi valores perturbati ipsarum p atque ^ noti sunt, 
valores solummodo ipsarum dp atque dq ex aequationibus (42) petendos 
in aequationibus (41) substituo, unde 

(45)*«**-{cIqp= _ - cotff /| -ifT I dt — cosec I jcos^ — ^— sini^— ^J 

rf0= T7=r cosec/| -^ J dt — cotfl: / lcos^ifr — ^ — sin^— ^l 

In hac ig^tur theoria nunc sex habemns aequationes totidem variabiles 

» 

independentes cohibentes, aequationes puta pro ^, (i ei S et aequationes 
praecedentes pro i, 9 atque ^0, quae simultanee integrandae sunt Quum 
vero in hac theoria valores ipsarum 9 et ^ tali modo coniuncti sint, ut 
alter ex altero facillima opera eliciatur, revera nunc ut antea quinque ae- 
quationes simultanee integrandae sunt. Elidtis ;vaIoribus perturbatis ipsa- 
rum ly <p et iff^ aequationes (42) integratione valores perturbatos ipsarum 
p et q suppeditant, quibus latitudo Lunae et rednctio longitudinis v^ ad 
planum, ad quod latitudo refertur) computandae «unt 






24. 

Transfonnatioiubas articuloram praecedentium aequationes, qaamm in« 
tegratione valores pertnrbati ipsarum £^, Pj S, p ei q prodeunt, in fun- 
ctione ipsarum /, 9 et ^ loco jp, q^ p' ei ^ exhibuimos. Quibus trans- 
formationibus conclusiones in huius Sectionis priore parte diyulgatae nullo 
modo perturbantur, quae ab indole ipsamm p, 9? jp' atque ^ plane in- 
dependentes sunt. Magnum vero calculi compendium per transformationes 
has adducemus, quia forma ipsius ^, qualb nunc exhibita est, multo sim- 
pticior est quam expressio eiusdem quantitatis in functione ipsarum jp, q^ 
p' atque q'. Quantitates ig^tur J, (p atque ^ pro quantitatibus ausdUaribus 
habendae sunt', quibus computatio accurata variabitium nostrarum ^^ fi^ Sy 
p atque q commodissime absolvitur, aut si mavis, quibus evolutio integra- 
tioque aequationum dilBrerentiaUum valores variabilium iilarum suppeditan* - 
tium facUiori opera perficitur. 

Substituto eo ipsius J valore, qui in art 22. evolvebatur, in omni- 
bus aequationibns differentiaUbus nostris, factum erit, ut aequationes illae 
integratione ^j p ei S suppeditantes , et aequationes articuU praecedentis 
integratione /, 9 et '^ snppeditantes functiones expUcitae variabiUum inde- 
pendentium ^, ^, iS, /, 9 et ^0 sint. Praeterea aequationes iUae variabi- 
les notas v^ atque r% et aequationes hae variabUes notas v' j r\ p' et ^ 
continent. De integratione aequationum ^^ fi ei S suppeditantium in prae- 
cedentibus dbseruimus, hoc vero loco in integrationem aequationum /, q> 
et ^ suppeditantium nobis inquirendum est. 

Valor ipsius J sub numero (40) aUatus ita quoque exhiberi potest 

^=:r'+/*.2rrW|/cos(t?^-t;Xg>i^))-2rr' sin* |/cos(t?,+t;X9?+0)) 
unde^ substitutis valoribus ipsarum v^^ r^ v'^ et / aequationibus datis his 

,;;=/+(n)y#+^' 
r ■=. f €?' 

ubi / et r anomaliam venun et ndiun veGtorem ipsb 9 et ^ att. 13. re- 
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spondentes, ^f ^atqae f^ qoantitatQa analogas ad Solem spectantes doio- 
tant, evadit 

-rf*= r^c*»^- F'c«^ — 2r?cH-«^ co»" i Jcos (7—7 + (n) (^^yO »+ (*--«0 ~ (9^ 

— 2f?'c«4V wn'iJco8l7+/+(«)(y+y)l-f («-K)— (94-^)] 
Si expreasio hmec in liac ipsiua Si expressione 

snbstitnta fnerit, erit post eyolutionem in seiiem , in qna tc? et tc/ negiignn- 
tur et anomaliae mediae g ei g^ resp. loco (n)z et (n')z' substitunntnr, 
tenninus generalis ipsins Si huius formae 

denotante X functionem aliquam ipsarum (a), (a')y (e), (c), I et nume- 
rorum integromm t, t% T atque t'". 

Habita ratione ipsamm w atque w\ nec non differentiamm inter g 
atque (n)z et g^ atque (vl)z\ ope aequationum in praecedentibus ero- 
tarum facile demonstratur terminum hunc generalem eandem formam 
conserrare, neque aliud locum habere, si aut Si aut quotientes differentia* 

les ipsius Sl per valorem ipsius rp=\j m^ est (A)c~~(^+0, multipiicatae 
flierint. 

Quibus praemissis consideremns terminos aequationum (45) > qui ex 
dp' et ^ non pendent. Si in approximatione prima J, (p atque ij} con- 

stantes ponimus, erit {^jfj series infinita, cnius terminus generalis hnius for* 
mae est 

TMig+ty^i%in)(jtyyH^-n^H<f^)]-{-nin)M)*^^ 

(t-J series, cuius terminus generalb huins formae est 

(i"-f n X«n {ig-\-fg'-^i' [(n)(i^-y')t-K*-«')-(9^)]+' " [in)(!f-\-!/)t-\-i^-\-ii')-i<p-{^)]l 
et (^^J series, cuius terminns generalis hnius formae est 

- (,•"-,-) Xsin l/^W+»'[(«)(y-y W*-*')-^?^^)] +»"[(«)Cy4-yO«f («+«')-(<p+ 

Hine seqn^nr, valorm ^pecialm indicum hnnc iz=zi^ z=z i" = t'" -^ o 



»1 

in (^) tennunmi constantem proferre) hi ipais (^jrj ^ Cd^J ^^ *®''"" 
minom constantem existere non posse. Expressio igitur ipsius dl iii se- 
riem eyolvilur huius formae ji sin {ijt-^-d^dt^ expredsio ipsius dip in se-* 
riem huius formae hdt -f- B cos (tfi -f- S) dt et expressio ipsius d^ in se- 
riem huius formae hdt + D cos {ijt -{-^ d) d/, ubi ^, JB, Z>, i^, d^ A; et /Si 
constantes sunt , quibus conditio inest , ut pro tj^o fiat A = B = D = o. 
Approximatio igitur prima suppeditat 

I = HA^cosirfi^S) 

<p =z kt-^SB^smirjt-^d) 

^ = ht-^SD^sinirit^-dy 

Substitutis his yaloribus in approximatione secunda ope theorematii 
Tayloriani in aequationibus (45) 9 non modo 9 et ^0 sed etiam / tenmnos 
per tempus ipsum multiplicatos continebunt, et eadem ratione intelligitur, 
in expressionibus ipsarum ^ atque /3 in approximatione secunda yalores 
praecedentes ipsarum tp atque ^ terminos per tempus ipsum multiplicatos 
introducturos esse. Qui termini omnes amoyentur adiungendo statim in ap- 
proximatione prima kt ad 9 et A^ ad ^0. Sed aliud incommodum graye 
nascetur factoribus cotg / atque cosec /9 qui in expressionibus ipsarum d(p 
atque d'^ continentur, et in approidmatione secunda factores — . ^. 

atque ^i^rf praebebunt, e quibus propter paryulam orbitae Lunae ad 

orbitam Solb inclinationem termini permagni prodituri sunt, qui in ap- 
proximationibus subsequentibus instituendis series diyergentes efificient« 
Quae quum ita sint, necesse est transformationes introducantur, de quibus 
in articulb sequentibus sermo erit. 

25. 

Sint 

it+st'—iq>^^)—7in)at = 2N , ^r— «;'— (<p— ^)-f-2(ii)i2« = 2K ....(46) 

ubi quantitates a ei fj adhuc indeterminatae sunt. Substitutis his yaloribus 
in expressione ipsius /t in art. praec. data, nanciscimur 

J*=rV«+r'V«^— 2?rW«^cos^i/cos[/^f4-(n)(y— ^ 

— 2rr>+«^sm* i/cosl/^/^+^tt^^i^f-y +2«)#+2iV] 
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et temiiiiiini generalem in eToluta quantitate Si hnnc 

Xco8 {ig+fif+i' [2i+(ii)(y-y'-2ii)«]+i'" [2p-\-in){y^y'+2a)t]l 

designante t constantem tenniniun, qui in yalolre integro ipniis £, et f^ 
constantem tenniniim, qui in yalore integro ipsiiis N continetnr. Si 
porro sint 

P=2siniJ8in(2V^— .1^) , 9 = 2 sin| Jcos(iV— v) 

quantitates P, ^ et £ loco J, 9) et ^ pro yariabilibns independentibus 
habendae sunt Aequationes praecedentes differentiatae praebent 

/47J I dP = dl cos ^ J sin (N— v) + 2dN sin J J cos (N— v) 

dg = dl cos i I cos iN—v) — 2dW^ sin ^ J sin (JV— v) 

Aequationes yero (46) suppeditant 

2dN= — dip—d^ , 2dK = — rfcp + rf^ 

Considerata antem H et tanquam functione ipsarum J, 9 et ^, et 
tanquam fiinctione ipsarum P, ^ et £, habetur 



=C7)'«'+aD''p+c^'« 



unde adiumento aequationum praecedentium nanciscimur 
(Cf) = (S) c"i^A'(flr-r)+ (^c,i/co,(Ar_r) 

'(f) = -(f)"»He<»(*-)+(3D™i^*(fl'-) + i® 
unde 

(^) cotg /-f (^) co8ecI=— (jp) CO8 1 Jco8 iN—v) -f- (^) cog | /sin (iV— r) 



Differentiatis Tero aeqiiatioiiibiui (46) respecta temporb, habetur 

f=-iK-$]+c-)^ 

unde (47) subministrant 

^=-(«)«9+gco8il8m(2V-i.)-(;^ + ^8miJc08(iV-r) 

^= (»)«P+ ^cosiIco»iN-v) + Q ^.^siai Jsm (JV-r) 

quare, substitutb valoribus ipsarum ^9 "W ^^ "^ ^ (^^^ desumendis In 
his aequationibus , obtinemus ope aequationum (48) has 



^'=-<„.,-5^jGD"-"+»'-GDl 






- "sSa'***'*" r«'-«'+«-(«)(«+n)«]-;^«» l'«>«t«'-«'+*-(«)(«+ij)«]/(49) 
+ i^ -T + ^ TH*''*'t*'-'+'-«<«+'»>'] 

+ l^ -f -sSft -tI •eciidnt.'-,+ir-(.)(«+,).] 

quarum integratione P, ^ atque K in theoria Lunae determinandae sunt 

Si vero problema trium corporum generale respicinras, aequationes 
(44) eidem transformationi subiiciendae sunt, unde prodit 

"=-<")-«-TfeSG^-»'+IG^!-5^!C5|)-«'-x©l 
'^=<-)«'M-p&iCS)-«'-|G")!+vw.iC^)~'"+iCS)l}--(») 

di= «^ +v^|ldpJ T +l5«J4-hv^«|ldpJ T +UqJT] 
quae igitur aequationes ad problema generale trium corporum spectant 
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26. 

Aequationibus (49) theorema notum demonstrari potest, secundum 
quod inclinatio mutua orbitarum Lunae et Terrae nodorumque motus len- 
tissima orbitae terrae in spatio transpositione, yi attractiya planetarum pro~ 
ducta, non afficitur. 

Habetur enim, si quadratum temporis negligitur, 

p' = th cost , q' = tb^ cos t 

ubi b yariatio annua obliquitatis eciipticae, et 6 quantitas est, e qua diffe- 
rentia inter praecessionem lunisolarem et praecessionem generaiem potissi- 
mum pendet. Hinc 

^ = 6 et -^ = b, 
cos t dt cos t dt * 

Substitutis his valoribus in aequationibus (49) pro P et ^, nanciscimur 
post integrationem , in qua J et A pro constantibus haberi licitum est, in 
ipsa P terminos hos 

^'''^^ sinK.r+K.(n)(a+,)l] - A^il-cos [^-i.4-«-(«)(«+^)«] 



et in Q terminos hos 

* '''''^ ^ cos[^-^+K-(n)(a4.i2)<] + -^^^?^i^ 



Termini igitur in ipsis p' et q' per tempus ipsum muUiplicati in inclinatione 
mutua Lunae orbitae et Terrae, et in longitudine nodorum similes ter- 
minos non producunt, sed loco eorum terminos periodicos praecedentes 
gignunt, quorum periodus revolutioni integrae nodorum horum aequatur. 
Si in p' et q' ad terminos per temporis quadratum multiplicatos respicitur, 
termini in ipsis P et ^ inyeniuntur huius fonnae 

nbi h constans. Qui igitur termini eandem habent periodum atque iili, 
sed eorum coefficiens tempori proportionalis est. Sunt vero termini hi 
quam minutissimi, itaque negligendL 



\ 



21. 

Ut aequationes (49) per plures deinceps approximationes integrari 
possint, oportet valores approximatos ipsamm P, ^ et £ ab exordio no- 
tos esse, quomm substitutione aequationes (49) post integrationes peractas 
yalores accuratiorea earundem quantitatum suppeditent. Ad Talores tales 
eraendos aequationibus generaiioribus (50) utemur. 

Deligamus terminos ipsamm i52 et i^ ab arcubus (n)z et (n^)^' inde- 
pendentes. lam satis notum est terminos hos solummodo ex distantia mu- 
tua J^ quae in ipsis Si ei S^ continetur, nasci posse, quare pono pro 
hoc calculo 

g^ tn 1 g^ nt 1 



Ex forma vero ipsius A in art 25« inventa manifestum est, terminos hos 
in ipsa --j- huius formae esse debere 

e — 2(isin^^ J 

idbi e ab inclinatione / independens, et (i huius fomiae est, fi^-|^(£^^fiii^^/ 
-^ fi^^^ sin^ ^ 1 ^- etc. ubi fi^ , (i^^ , etc. ab / independentes sunt , el (t, 
necessario quantitas positiya est Aequationes 

P = 2sin4/sin(iV— v) 
9 = 2sm^/cos(iV— 1^) 

suppe^tant JP^ 4" P* = 4 wn' \ /, itaque 

Qoam in calculo, quem hoc loco peragemus, {t constans censeri possit, ae- 
quationes praecedentes sabmimstrant 

dSi._ m da_ m ^ dSl_ 

dP— M-Mn^^ ' ^«^""iM-i^'*^ ' Zr— ** 

dsi_ m _ da_ m f^ dsa _ 

dP~ Jf+m ** ' Iq—^M^ni^" ' dR—'* 

Posita constante «, quam in art. 2. Sect. I. introduximqs / unitati ae- 
quali, habetur 



an 



M^hm dfi M-^ni 



Subfititutis his ▼aloribus omiiibas in aeqaationibus (50), nanciscimiur 
^=-|(«)«-m'-^ C08» iJ-m -^ cos^il 9 
(5l).-...{ ^ = ^(«)„_«'-£_ co,«iJ-m -^ cos'i J^P 

-r- == (n) w — m' -^ sin* i-I -^-m -A- sin** J 

ubi breyitatis gratia 

o*«Ki^ = fi; et d^^ii |ri— «^* = u;' 

posui. Quum in his aequationibus ipsas u; , u;' et cos^ \ I pro constanti* 
bus haberi liceat, primis duabus aequationibus satisfacies, si ponis 

P= C 

9=c, 

ubi ( J) valor constans et quasi medius ipsius J, et C atque C^ duae COQ-' 
stantes sunt. His constantibus determinandis inserviunt aequationes hae 

C =2 8ini J8in(JV— v) 
C, = 2sinJJcos(iV— v) 

ubi in membro ad dextram valores constantes ipsarum J et iV ponendi 
sunt. Valorem constantem ipsius J modo (J) appellavimus, et valorem 
constantem ipsius N in art. 25. definivimus esse r; substitutis his valo- 
ribus nanciscimur 

Cz=2 o 

C,= 2sin^|(J) 

unde pro approximatione prima evadit 

P= o 

p = 2sini(J) 

Substitutis his valoribus in tertia aequatione (51), et posila 



9t 

habetur 

dK 

mide 

K = Jfc 

denotante h terminam omnino constantem in valojre ipsios K, sicuti iam in 
art. 25* definiyimus. 

28. 

Ex analysi art. praec. emerserant yalores ipsarum P, Q^ K^ a 
et 1} in approximatione prima in aequationibns (50) substituendi; qui- 
bus substitutis et integrationibus peractis, termini per tempus ipsum 
multiplicati oriri non possunt, quia arbitrarias a et 9} ita detmninan- 
mus, ut lu termini eyanuerint. Valores yero ipsarum P, ^ et £, quos 
tali modo approximatio prima suppeditabit, veris earum yaloribus magii 
appropinquant, et in approximatione secunda substituendi sunt. Quo fa* 

ctum erit, ut in aequationibus pro jjf ^t -^ termini constantes orituri 

siat, qui post integrationes peractas terminos per tempus ipsum mul* 
tipiicatos prodant, qui yero termini, additis terminis correctionis (n)da 
et {n)Sri resp. ad {n)a et (n))}, et determinatis 6a et dij ita ut ter- 

mini hi constantes in approximatione secunda ex aequationibus pro -^ 

dK 

et -jj^ orituri eyanescant , tolluntur ; et sic porro in approximationibus subse- 

quentibus. Calculis igitur omnino absolutb, P, ^etKterminos per tempu 
ipsum multiplicatos non continebunt, et a atque ij habebunt yalores in 
art. praec. inyentos, quibus yero termini e quadrato potestatibusque altiori- 
bus yis perturbantis pendentes accesserint. Notandum est terminos, de qui- 

bus locuti sumus, solummodo ex aeqiiationibus pro "^ ^t ^ tollendos esse, 

in aequatione enim pro -Tr termini tales oriri nequeunt , id quod per cal* 

culum praeparatorium art. praec. effecimus. 

Quae in praecedentibus de aequationibus (50) disseruimus, nuU» fere 
mutatione facta ad aequationes (49), quae praecipue ad Uieoriam Lunae 

spectant, applicari possuni In his aiequationibus terminw -^ (( in tenm- 
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nis, qm per dp et d^ miiltipUcati sunt, continetur,, sed qaam in hae 
Lunae theoria denotet wl massam Solis et m massam Lunae per eandem 

unitatem expressas, terminus --t (i ne minimam quidem vim habet, ita ot 

loco yalorum ipsarum a et ij, qui ia casu generaii problematis trium cor- 
porum per aequatlones (52) et (53) dati sunt, habeamus in approxisaa- 
tione prima ad perturbationes Lunae obtinendas instituenda 

(it)a = -^ jtcos'|(i) 

(n)ri — — (isin^KI) 

Porro forma ea, sub qna ipsas {fC)^ et r' in artt. 7. et 16« in theo- 
ria Lunae admisimus, efficiet ut in approximatione secunda et subsequenti-*- 
btts termini adsint huius formae ct-i^cf ^ etc. ubi c, o^, etc. constantes 
sunt. Hinc factum erit, ut a et ij non omnino constantes sint, sed huiiis 
formae 

^ = »?, + nM^^ + ^//.W *^ + «*c- 

ubi.a , a^^, a^^^, etc. et i^^, iy^^, i^^^^, etc. verae constantes sunt. Multipli- 
oatis his aequationibus per dt^ integratione facta habetur 

«* = («/ + * «//(^) * + T «//(«)' *' + etc.) t 
¥ = (% + i %,in)t 4- f rijny f + etc.) t 

qui Talores loco af et ijf in expressione ipsius J in art. 25. data snbsti* 
tuendi sunt, yeluti in art. 7« inyenimus expressionem hanc 

y * = (y, + 1 y,,(«) ' + i vM" *' + «»<=.) f 

loco yt in expressione ipsius ^ quoque substituendam esse. Qaae quidem 
sunt, quibus integratio aequationum (49) ab integratione aequationum (50) 
diflfert. 

Ad aequationes illas integrandas necesse non est quantitas H revera 
in fundtione ipsarum P, Q et K exhibeatur; considerata enim Si et tan- 
quam functione ipsarum P, Q atque K, et tanquam functione ipsamm 
/, iV^ atque £, habetur 



= CS) ■« + G^) *^ + G^ •« 

unde substitutis valoribus ipsarum dP et dQ ex (47) desuinendisi elicitur 

C^= (S)»«.i/«to(JV-») + C^«»i^c.(Ar-,) 

0=2CD-i'«»(*-)-2Ci) *> i^*- <«'-) 

quae reciproce dant 

dpJ ~ \SdlJ C08 § / "^ VdivJ 2 Bin i / 

rfQ J ~ V. d/J €08 i / \.dNJ 2 8in § i 

e quibus Talores quotientium differentialium, quos aequationes (49) requi- 
runt, computari possunt, manente ^ sub forma ea, quam ei in art. 25« 
attribuimus. 

Quum secundum art. praec. in approximatione prima ponendae sunt 

Pr= 

9 = 2sinl(J) 
aequationes (54) praebent pro hac approximatione 

dsi^ rdSir\ 1 rdSl 



(54) 



ipJ — KdNJ 



faU^ 



2 8ini(i) ~ ^dv^ 28ini(i) 
dSl-\ r-dSl^ 1 



o 



et qaam in eadem approximatione K=k ponendum sit, hahetor 



G^ = Cf) 



Adinmento harum aequationom aequationes (49) pxo approximalione prima 
ita se habent, 

13 * 



\ 
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f=-2(„)«sinX(D-i^Q)cosXCD 

(55)\ /jt ' /j ' 

* -c-S&«osX(J)^in[«'-,.+H«)(«W0-~V"*i(i)cos[)^M4-K«)(«4^^^ 






\ 



Substitatis igitar in qaotientibus difFerentialibus ipsius £i in aequatio- 
nibus (55) non modo (/), i^ et i loco I^ N et Kj sed etiam yaloribus 

ipsarum fj f\ r et r' per g et resp. per g' expressis, factisque mj = o 
et w = Oj aequationes hae functiones solius yariabilis t sunt, quae, de- 
terminatis a atque 7] secundum regulam modo traditam, facili opera ita in- 
tegrari possunt, ut termini per tempus ipsum multipiicati non adsint Con- 
stantes yero his integralibus addendae sunt ipsi P cifra ipsa, ipsi Q*. 
2 sin -1 (J) et ipsi K..h. Tali igitur modo yalores accuratiores ipsarum 
P, Q ei K innotescunt, qui approximationi secundae absolyendae in* 
seryient. 

In hac secunda approximatione adduntur resp. dP, d^ et SK ad ya- 
lores ipsarum P, Q atque £, et habetur 

dP = ei ipsius P yalori, quem approximatio prima prodiderat; 

dQ = — 2 sin I; ( J) -[- analogo ipsius Q yalori; 

dK = — ^4" analojgo ipsius K yalori. 

In approximatione secunda etiam ipsarum (n)Sz^ dZr, dlh, (n')Sz' et 
ilr' ratio habenda est, et sic porro in approximationibus subsequentibus, 
si his opus erit. 

lisdem rationibus, quas in his articulis explicayi, substituuntur in ae- 
quationibus differentialibus illis, quae integratione yalores ipsarum ^, /3 et 
8 praehent, in approximatione prima (J), i^ et £ loco I^ N^ K; in ap- 
proximatione yero secunda et subsequentibus non modo incrementorum 
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(n)d^, dlg^ (n)8z^ etc, quae siipra explicayi, sed etiam incrementonun 
iPy 6Q et 6Ky qoae in hoc articulo expUcata snnt, ratio habenda est 

29. 

Analysis in praecedentibns exposita in fine calculi valores veros ipsa- 
mm (n)ZyWj P, ^ et £ suppeditabit, restat igitnr ut ope harum quantita* 
tum yalores Teri ipsarum jp et 9, e quibus latitudo Lunae supra planiun 
fundamentale seu proiectionis et reductio longitudinis ad idem planum pen* 
dent, inyestigentur. Cui computationi inserviunt aequationes (42). Quae 
aequationes, in quibus Si pro fimctione ipsarum /, 9 et '^ habita est, ante 
omnia in alias transformandae sunt, in quibus £i pro functione ipsarum 
P, Q ei K haberi ' potest. Haec autem transformatio aequationibus (48) 
6t (46) perficitur, et calculo peracto nanciscimur 



aitcos 



^iGD-i^+Of^/i-^^-^-wc-^)']* 



et eodem modo, si problema generale trium corporum consideratur, nan- 
ciscimur ex (43) 

*'=-°^:ic^)«»iJ-ci:)4-^.!-[^-+«-c)(H^)<]'« 
- 'M\<ity "• i '+ cS)i^j ^ [^-'^*- (») («+»)'] «« 

''^=-°^'jCS)-i'+C^)i;^/!««'[^-'+«-(»)('+'«)']* 

+v^'|(I)-*'-C^)ii^,!-(^-+«-c)('^)']«« 

Quae aequationes, si cos % et cos i excipii», functiones snnt quantitatum 
(11)2^ tr, 8^ (n')^'y ^\ ^9 ^9 Q atque £, quae secundum praecedentia no- 
tae et in functione solius yariabilis ( exhibitae supponr possunt. Aequatio*' 
nes igitur hae pro functiombus teraporis et ipsarum cosi et^cosr, siye quom 
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COS 



i z^ Y^xHpnr^ atqne cos i = jri— j/* — ^» 

sit, pro fanctionibus temporis et ipsarnm jp, 9, p' ei q haberi possant. 
Quae conditio eificit, ut*in integralibus earum termini nascantur, qui per 
tempus ipsum multiplicati essent, nec admitti possent. Ad hos termi- 
nos toUendos transformationem et integrandi raethodum assequotus sum^ 
qnam statim explicabo. Sint 

p = sin j sin (%•— cd -\- (n)tt -f- U) 
q^ = sinl cos (x — o + (n)et + D) 
p\ = sini' sin (x — (o'+ (ii)e't +1/) 
q\ = sin r cos (%'— ©' + (n)e't +1/) 

ubi ty t\ D et D' constantes indeterminatae sunt. Quum vero secundum 

art. ult. Sect. I. sit 

p = sinisin (% — o) 

9 = sin i cos (x-^oj) 
quibus similes sunt hae, quae ad corpus m' spectant 

p =z smi sm {% — 0}) 
9 =: sm I cos (% — 01 ) 

JP/5 9/9 P, ^* S^/ ^** quoque exprimi possunt 

p, — p cos [(n) tt + -^14" 9 sin [(n) 6* -{- D] 
5^ = — p sin [(n)£t -|- D] -|- ? c<>s [(«) e' 4" -''] 
p'^ = jp'cos [(n)€'l4-J''] + 9'sin [(n)£'^-f D'] 
Sf, =— p sm[(n)e'l4-^] + ? cos [(n) €'« 4- 1/ ] 

e qiubus differentiando inreniuntur hae 

^= («)*y, + -|-cos[(«)6f4-D]+-|-«n[(«)e* + D] 

^=- («)q,, - ^8m[(«)6« + D] + -|.C08[(«)£t + D] 

^=: («)aV,+ -|^eos[(«)e'«+iy] + 4.8m[(«)*'*+iy] 
^ = - («y,,' - ^sin [(«Kl+D'] + -^ cos[(«)e'*+iy] 

quae aequationes, substitutis valoribus ipsarum ^^ "^y '^ ^^ ^ ^ prae- 
cedentibas aequationibos deswnen^, transeuat in has 



11» 



, ancosi (rdSV\ ,, r^^'^ Q ) . ^ . „ . . 

+-V^|CipJ~'i'-t5«J4^1*^f«-'+'^-'+<»)(«-'-W 

^=-(«)ip,+ ^P=-j(^pJco.ii-(5^J^Jco.[«-,+i»-ir+w(«-,-.)0 

r|G-f)-«'+04^ii-[«-+^-'+«t«-'-w 



«nci 



Vi 






r^^ 



Ki 






^=.(.).,',-^^j(^)co.w+C4X-^J^C^-.+.r+.-(„)(^,-.)0 
+-^'j(^)co.H-(SJ,-^J.io[.-.+i.+-(-)(«+^.').3 



Ut aequationes hae quam simplicissimae reddantur, quantitates arbitra- 
riae €, £^9 D ti jy ita determinandae sunt, «t auguli, quorum sinus et co-: 
sinus in his aequationibus continentur, in quantitates periodicas primi ordi- 
nis abeant. Quae conditio subministrat 

e = « — ri I 

«' = « + >? 

D=: __jt-|- V + it 

Sobstitatis his Taloiibus, aequationes jtraecedentes abennt in ha» 



ip, 



an co8t 



5^= (n)(«-jjH+ — 



on co9t 



^ =-(n)(«-ll)j», + 



^= («)(«+l))^, - 



Ofl COflt 

an C08 1 
o'»' cog t' 



^i =-<. 



(«)(«+i7)p'/- 



0*11' coi t' 

a'n' cost' 

f / •/ 
a n c08 t 



(^) 00. 4 i + (g) j^^j 00. (ir-.fc) 



■rfil 



G§)~'«'+Ctt)4-i^,!-^<«^-'> 



4C08 

p 



CdpJ •=»•*'+ Crfir J*-^/! "- (*-*) 

^Jco.i/+(;j^)^-^^jco.(J.-*) 
dQj «»• * '- UrJj^ll •'" ^*^- ^) 



(56) 



m 



(58). 
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30. 

^Quum 

cosf = 1^1— p^«— g^i atque cos i' = yi^-p/^—q/^ 

et qttum P, Qj K, (n)Zj etc. iam computatsts ideoqne in fimctione tem^ 
poris expressas esse supponatur, aequationes praecedentes, ut iam dixi, 
functiones ipsarum jp^, j^, p'^ gf^ e 
vitatis caussa 

dSl 



ft =- 

+ 



an 
cm 



IG^ 



CMi 



=.|(j?)*»*i 



an ( CdSii 



an { fdii-\ 



a'1^ (/'rfa'-^ 






dSH 



dqj 



co%\ 



fl^fl' 



dPJ 



VT 



temporis f sunt. Positis igitor bre- 



dSi-\ q 

'4 C08 \ 

'dsi\ q 



COB (JT— fc) 






V.iiir^4co8j 

•dii'-\ q 



co«(ir— fe) 



+r-) 

^ V. dKJi 



'4 008 J 



V.dif^4coi 



V.(ilf^4co8 



-J «in (Jr-Jt) 
pj co. iK- fc) 

r/1 "" ^^-*> 



••■•• 



erunt /«, 9*> /'* «* 9'* functiones notae solius variabilis *. Substitutis 
his quantitatibns in aequationibus in fine art. praec^ inrentis, nancisdmur 

^= («)(«-.2)y,~/«.co8i 

^ = — («)(«— »^)/», — y» . C08 i 
^= («)(« + ^)?',+/'f.C08»' 

M = _ («)(a+,^)|,f, + 9,'t . CO8 r 

Ad has ac^uationes integrandas pono 

cos t = u , cos i' = u' 



nnde 
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Qaae aequationes differentiatae soppeditant 

^dt^P'dt ^^' dt '^ dt^P' dt^^'dt ^ 

Snbstitutis yaloribus ipsarum "^ > ^ ? "^ «* ^ ®x aequatfonibus (58) 

desumendis in his aequationibus , substitutisque u loco cos t et u loco cos i\ 
nanciscimur 

d^=- J>,/« -»,«?< 
^= («)(« + .2)s>«'/'' 

^ =-(«)(«+,),,;+ tf'9,'1 

Quatuor igitur aequationes (58) per hanc transformationem in sex aeqnatio- 
nes differentiales lineares primi ordinis cum coefficientibus yariabilibus trans- 
formatae sunt, quarum tres priores et tres posteriores simultanee integran- 
dae sunt. Ad has integrationes perficiendas consideremus indolem functio- 
vsxxsL ft et ift. Ex praecedentibus sequitur K — £ esse seriem infinitani, 
cuius terminus generalis huius formae est jtf sin (/3 f ^ B) , designantibus A^ 
/3 et JB constantes, quae series ita comparata est, ut terminum onmino con- 
stantem non habeat sin (K — i) igitur est series eiusdem formae, et 
cos (£ — £) est series, cuius terminuii primus est unitas ipsa et ter- 
mini reliqui per formam hanc A cos QJf 4~ ^ repraesentari possunt Quan* 
titas 



an 



=r i(^) ^«« ^ ^+ C^) 4^j) 



est series, cQius terminus generalis est huius foimae C cos (^(-|--^ ^ 
quantitas 

14 
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series, ciiias tenninus generalis est hoias formae C sin Q}f -}- J7), et in 
omnibas his seriebtis valores singali ipsarum ^ et B in quoqae argumento 
coniuncti iidem sunt. lam quum multiplicatione cosinus per cosinum et 
sinns per sinum prodeat cosinus et multiplicatione cosinus per sinom 
prodeat sinus , ex forma serierum allata sequitur , in ft terminum omnino 
constantem contineri, in ^f vero talem terminum contineri non posse. Et 
eodem modo demonstratur, in ft terminum constantem contineri, in tpt vero 
talem terminum contineri non posse. Quibus positis , sit (n) c terminus con- 
stans in ^f , et (n) d terminus constans in f't. Si igitur primum ad ter- 
minos tantum aequationum praecedentium linearium, quorum coefficientes 
constantes sunt, respicimus, nancbcimur 

-^ = («) if^—n) 9, — («)cu 

^ = _(n)(«-q)p. 



^= (n)(« + q)j;4-(n)cV 
^ = -(n)ia+7i)p\ 



His aequationibus , ot notum est, satisfaciunt valores variabilium lu 

p^=CePt ; q^=C^eP* ; a=C„e/'* 
p'=Ce?* ; q'=CeP^* ; ti = C efl* 

M. f ' JL t / ' ' li 

ubi C) C^) C^^, C, Cp C^, /3 atque ff constantes adhuc indeterminatae et 
e basb logarifhmorum hyperbolicorum est Substitutis his valoribus varin- 
bilium in aequationibus differentialibus praecedentibus, nanciscimur ad ipsas 
(i ei p^ determinandas aequationes has 

/} = (n)]r-(a-,)2«c» ; /J' = (n)|^- («+,)« -c'^ 

qui Talores, quum imaginarii sint, manifestant aequationes nostras per sinas 
et cosinus arcuum realium semper integrari posse. Quare suppono esse 



p, = C sin [(ii)« p«-,)«+«« — ©] 

q, = bC C08 [(n) t y^ («-,)»+c» — 0] + C, 

tt = 6,C cos [(n) f fia-vr + c» — ®] + 6«C, 

ubi C, Cj Sy b, b et b„ constantes indetenninatae sunt. Sabstitutis his 
Taloribus in tribus prioribus aequatiombus differentialibus praecedentibns, 
iuTeniuntur aequationes hae 

(») ^(«-ii)*+«"Cco8[(n)*|^(a-ij)»+«'-®]= (n)[(a-ij)ft - c6JCco8[(n)«)^ («_,)a^.e»-0] 

-(«)* )^(«-.j)H^Csin[(n)«J^(«-,)«+«*-0]= - («) («-»?) Csin [(«)« p«-,)«+e» - 6] 
-(n)b,Y{a-t,y+e'Caia[(n)tf{a-^)'+et-S]= (n) cC sin [(n)« ^ («-«,)«+«» -®] 

quae identicae esse debent. Quamm ultimae di&e statim suppeditant 



6 = 



6 = 



^/(«_,)a + c» 
e 



V^(«— il)» + c* 
quae in prima substitutae subministrant 

h =^ 

" c 

constantes vero C, C, et & indetenninatae remanent. Substitutis his ae* 
qoationibus in yaloribus ipsarum p^, q, et u modo assumtis, evadunt 

p,= C sin [(n)i y^(a— j7)»+c5 — ©] 

*^= p==p- C cos [(i,)f )<(«-,)^+ca - »]+ C, 

quae propter tres constantes arbitrarias C, C^ et S integralia inte|^a trium 
priomm aequationum differentialium nostrarum sunt. Sed inter quantitates 
1^/9 9, c^ ^ intercedit aequatio conditionalis haec 

quare una quaeque illarum constantium e reliquis pendet. Ut aequatio condi- 
tionalis inter constantes arbitrarias obtineatur, snbstituantur yalores ipsa- 
rum p,^ q, et u modo inventi in aequatione praecedenti, quo facto, nan- 

14* 
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ciscimur aequationeiii identicam , e qna aequatio conditionalis inter C et C^ 
emergit haec 

Posita igitar C = sin P, habemus 

C=dz—=z cosT 

ubi signom algebraicum ex arbitrio eligi potest; eiecto superiore valores 
ipsamm jp^, q^ et u deniqae ita se habent 

p^ = sin r sin [(n)t pa— ,)a + c» — 0] 

(60)......?. = r^^=p '^^'^' K^)^ )r(.-,)^+c^- 0] + ^_'_ cos r 

nbi r et constantes sunt e sitn plani proiectionis in spatio pendentes. 
Eodem modo ultimae tres aequationes nostrae differentiales integrantur, et 
integratae suppeditant 

p\ = sin r' sin [(n)t y^(a+ij)=+e'* — &] 

(61)...... ?; = p^^= -» ^ <=»« K«)' ro^+^H^-®! - v^ffe «0« ^ 

«' = V-(^'q:7i ^'°^^" [(n)tY-^^+^^-&] + v^=^ cos r 

ubi r' et 0^ etiam constantes sunt e situ plani proiectionis in spatio pen- 
dentes. Quibus yaloribus praeliminaribus ipsarum p^, q^^ u, p'^, ^'^ et u 
inventis, ad aequationes differentiaies rigorosas (59) reVertimur. Positis 

u{ft—in)c] = H 
(62)...... I u(pt = L 

priores tres aequationes (59) abeunt in has ^ 

(63).-...; § = -(«) («->?) P-'' 

~= (tt)cji,4-Jtf 
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I 

Quum termini ipsanim jp^, g^ dt u, quos modo integ^ratione eruimus, 
omnium maximi sint, yalores approximati ipsarum fl, L et M substitutis hb 
ipsarum p^, q^ et u terminis in expressionibus (62) obtinentur. Quo factum 
erit, ut JEf, L ei M functiones explicitae temporis sint, et aequationes prae- 
cedentes per methodum notam integrari possint. Hac autem integra- 
tione yalores accuratiores ipsarum p^^ q^ et u innotescent, qui in (62) sub- 
stituti yalores accuratiores ipsarum Jff, L et M suppeditabunt, quibus in 
praecedentibus aequationibus substitutis, integratione valores adhuc accura- 
tiores ipsarum p^, q^ et u elicientur, et sic porro. Integratis aeqnationi-^ 
bus praecedentibus per methodum notam, integralia sub hac redigi pos- 
sunt forma 

p,ZZ C 8in {(fOst - 0] -Jh 008 l(n)xt-Cn)s(ty\ dt-hfi ^ i -H-^ itfj sin lCn)st - («MO] dt 

-^^^/irsin [in)st- (ii)x(0]&-^y*j^ii-H~3f j cos [(h)^-(«)x(0] dt 
«=-i-Cco8[(«)x^-0J+^ C H. fJ?/j^M.f2ij 

^^fmm [(;i)jr^-(ii)jr(0]cft-*-y/j^ii-f.y m\ cos [(ii)x^ - («) j:(OJ dt 

ubi breyitatis caussa 

ar=[^(a-.i7)* + ca 

feci et ubi in integrationibus {() constans ponenda, post integrationes vero 
(^) in t mutanda est. 

Si ad rigorosam aequationem conditionalem inter constantes C et C 
existentem indagandam hi valores ipsarum p ^ q et u ,in aequatione con- 
ditionali hac 1 = jp^* -|- 5^* -|- u^ substituuntur, invenitur primum 

1= I Csin [(ii):rf.®] "Jffcofi [in^xt-itiixityidt^f^L^ ^Jtf jsin [(i»)x*- (ii)x(0] A j' 
^\Ccofi[in)st'@\-fmm[in)xt-in)m 



dt 
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qnae fiicili compntaadi ratione traiufeiiur in 

-». j C—fH siii [(«)x«— ®]«fc— y^j^ i -t- j 3f j C08 [(»)**— 01* j 

Sed faciUime perspicitur, integralia ipsa, quae in hac aeqoatione conti- 
nentur, terminos constantes habere non posse, qoadratis vero homm in- 
tegraiium terminos constantes necessario inesse debere; posita igitur 

^JHco» lCn)xt — 0]d^ — y(^ i-H ~ itfj sin l(n)xt - S]* j' 
A = tenn.con8tin j-f-jyifsin l(n)xt -- &}dt -i-f^'^ L-^ ^ ilfjco8[(ii)xt-e]AJ 

sive, quae eadem est aeqnatio, 

lyif co8[(«)jrf— (ii)jr(0]*-y*|^Ir-H^ Afj sin [(«)x^— (i»)x(0]ifc|' 
X = term. const. m j-njyif 8in[(ii)x^-(«)jr(0]&-yj^2iH. ^MJ cos [(ii)jr«— (ii)jr(e)]*)' 

aeqnatio praecedens, si non nisi ad terminos constantes respicitnr, transit 
in hanc 



1 = X+C^^C 
cni valores hi 



2 * 



C» 



C = fl^ • "** ^ 
C = —YT^x . cos r 

' jr I 



satisfaciunt , quibus constantes arbitrariae nostrae dnae C atqne C^ per con- 
stantem arbitrariam unam . F exprimuntur. Substitutis his ooHstantinm va- 
ioribus, integralia praecedentia evadunt haec 
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p,— Vv^l . Bin rrin [(n-)st-€f\ -JIscm {O0xt-O0xiO'\dt-hJV^L-*'^M\ sin [(«)*<-(«)*(0]* 
?,= ^ VT=i . dn rcos [(»)««-e]^-| VT^ . eos r-¥^f\'^ M-^L\dt 

— ^/h 8in lOOst — («)*(0]* — ^Xl V ^**" ^ ^l ''°' [(«)J*-(»)*(0]* 
«=--Vl=I.rfnrco8[(«)*<-8]^-^Vi=i . cos r-F^/'!^ilf--ii* 

-l-^/irdn[(«)jtf-(«)*(0]A-l- ^y^j^-^-*-^ ^j ««» [(")"'- (»)*(*)]* 

Si expressio ipsius X rapra inventa com hia ipsamin p^y q^ et u va- 
loribos comparatur, et ponitur 

p, = I^T^l . sin r [(«>«— 0] 4- ^^ 

_ f::5 y^— gj^ ji^^jg [(n)xt—&\ 4- — KT=i . cos r -t- dq 

u = — — KT^ . sin r C08 [(ii)a* — 0] -f- -^ Ki^ . cos T-}- dii 

facile inyenitiir 

X = tefm. const. in |tSjp/ + dq^ + «a'| ....(64*) 

qoa aequatione i perfaciii opera compatari potest. 

Ex inte|^alibas praecedentibas perspicuum est, terminum per tempus ipsum 
multiplicatum in valoribus ipsarum jp^ q^ et u oriturum esse, si in quanti- 

tate M L contineatur terminas constans et in quantitatibus H 

atque — j— L -}- — M terminos formae 21! 1 {u)xt — l. Indolem vero 

fimctionum ft^ q>t^ p^^ q^ et u si quis perscrutatur, facile comperit, nec 
illi quantitati terminum constantem ullo modo inesse posse, nec in his 
quantitatibus in approximatione saitem prima terminum per sinum aut per 
cosinum arcus (n) xt — multiplicatum contineri. In approximatione ta- 
men secunda et subsequentibus fieri potest, ut termini tales in quantitati- 
bus his nascantur. Ad terminos per tempus ipsum multiplicatos , qui ex 
his terminis in integralibus nostris nascerentur, toilendos deligamus ho$ 
terminof* Snppono igitur in approximatione secunda inventas esse 



(64) 
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H = (ii)^8mrcos [(n)xt — e] ^- (w) B cos T + etc. 
(65) — ] L = (n)C sin rsin [{n)xt—e] + etc. 

M= (n)D sin T sin [(n)xt — e] -f etc. 

ubi (n)B cos F est terminus constans qai necessario nna exisiere debet, et 
ubi etc. signum terminos denotat, qui ex angulis aliis pendent. Propter 
aequationem conditionalem hanc 1 = u* -^ jp^* + y^* valores ipsarum JEf, 
£ et M a se invicem independentes non sunt. Inter coefficientes igitur 
^, JB, C, D aequationes conditionales locum habere debent Ad has in- 
yeniendas substituantur valores praecedentes ipsarum if , L et M in ae- 
quationibus (63), et tum et aeqnationes hae et vaiores ipsarum p^, q^ et u 
ex aequationibus (60) desumendi in aequatione conditionaii liac 

dpf , dOf , du 

Quo facto obtinetur aequatio haec 
o = ^ ^ sin* r sin 2 [(n) x<— 0] -f JB sin T cos T sin [(n)x«— ©] 

+ ^^ C sin' r sin 2 [(n) arl— 0] -f ^ C sin P cos F sin [(n)xt — 0} 

4- -^ D sin' r sin 2 [(n) jrt — 0] — ^ D sin T cos Tsin [(n)xt—e] 

quae identica esse debet, et post comparatos terminos eiusdem formae 
suppeditat 

== ar^-|-(^ — rDC^cD 
o = xJB + cC'— («— i?)D 

quae aequationes conditionales requisitae sunt. Quibus positis, ex aequa- 
tionibus (60) emergunt hae 

sin JTsin [(n)xt — 0] =p, 

sin r cos r(w) a?f — 01 = Q,'— cosf 

■■ '^ ^ a — ri -*' a — rj 

sin rcos [(n)xt — 0] = u + ^^—^ cos F 

c c 

« 

Si ultima hamm aequationum per — D -^ multiplicata ad penultimam per 
-— C ^^^^ multiplicatam additur, nanciscimur propter aequationes coBditio* 
nales praecedentes 
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A sin rcos [{n)xt — 0] = — Cy^ 4- Ou — B cos T 

Substituta hac aequatione nec non 

sin Tsin [{n)xt — 0] =p^ 

in aequationibus (65)) emergunt 

H = — {n)Cq^^{n)Du 
L = {n)Cp, 
M= {n)Dp, 

Substitutb his aequationibus in (63), per se evidens est integralia no- 
stra formam suam non mutare, et soium terminorum illorum effectum in 
eo consistere, quod ad quantitatem a — ij terminum correctionis C, et ad 
quantitatem c terminum correctionis D addant. 

Si igitur in approximatione secunda termini ipsamm H, L ei M sub 
(65) allati non tam parvi sunt ut omnino negiigi possint, ponatur ubique 
in integraiibus (64) 

a — ^-j-C loco a— q 
atque e-f*JD loco c 

et termini sub (65) allati in valoribus ipsarum H, L ei M deleantur. * 
Quibus factis termini per tempus ipsum muitiplicati in valoribus ipsarum 

P,9 9, ^^ ^ ^^^ nequeunt. 

Quae quidem methodus, qua termim per tempus ipsum multiplicati ex 
p^ et q^ toUuntur, et generaliter methodus haec ipsas p^ et q^ suppeditans, 
dum situs plani proiectionb in spatio penitus arbitrarius, sive magnitudo an- 
guli r qnaecnnque est, non modo in problemate trium corporum adhiberi, 
sed etiam ad problema, ubi numerus corporum se invicem perturbantium 
quantusvis est, extendi potest. 



31. 

Constantibns JT, V^ S et &\ quas integrationes in ezpressionibus ipsa- 
mm ji^, q^^ te, p^^ q'^ et v! introduxerunt , aequationes conditionales simpli- 
cissimae insunt. Ex iis, quae in art. 27. de termino constante ipsamm A 
atque £i protuli , sequitur valores approximatos ipsamm c et icV ^e bos 

15 
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32. 

Ut significatio constantiiiiii F ei inveniatar, animadverto formam ex- 

pressionum praecedentiom ipsarum p\ et 9^^, nec non expressionum (60) 

ipsarom jp^ et q^ indicare, F esse debere inclinationem plani alicuios versus 

planum fundamentale sive ipsarum xy^ ei & arcum quendam in plano illo 

adhuc ignoto iacentem. Statnta r=o, orbitae ambae ad planum hoc 

ignotum reducuntur, ita ut in hoc casu planum boc sit planum fundamen- 

taie. Quo facto, habemus 

c 

# c 



Sed quodquod planum statuis planum fundamentale, semper forma genera- 
lis ipsarum jp^, 9^, p'^ atque q\ sub (67) aliata locum habere debet, quare 
nunc quidem esse debent 

sin (0 = ,. ==" ; sin (f) = ,. =z 

^^ V(«-i7)» + c» ^^ V(a + 7jr+^^ 

(jj_o)_fl;^v^Jz=:a ; (z'— o') ~ ^ + ^ — i = 180' 

ubi (i) atque (i^) denotant constantes a vi perturbanti independentes ter- 
minos inclinationum orbitarum m atque m' versus planum quod nunc fun> 
damentale est, et ubi in (% — ^) ^tque in (% — (0% si posterioribus aequa> 
tionibus utaris, termini quoque constantes sotummodo recipiendi sunt. Sub- 
stitutis valoribus ipsarum a , ^ 9 ' ^ atque c' , in art. praec. datis in priori- 
bus aequationibus praecedentibus , facile invenitur 

. .^ fnvi sin (/) 

sm (ij = ^^ izL 

Viii'*io'2 + m2to*+2mm'ino' cm (I) 

. ,VN nwD sin (/) 

sm (1 ) = ,. -^ 

V iii'2 11/2+ m^to»^- 2mm' ino' cos ( I) 

unde manifestum est, (t) esse inclihationem orbitae m, et (t') inclinationem 
orbitae m' versus planum invariabile ab ill» Laplace detectum. Nam 
formulae „Mechanicae coelestis'' suppeditant respectu hnius plani, quoties 
motus duorum corpcHrum respectu tertii corporis considerantur , formu- 
las has 



in 

o — mw sini sin fl -}- fn'u/ sini sinff 
o = mw sin i cos fl -f" ^*^' ^^ *" ^®^^ 
in quibas t, 0, f atque fi' ad planum invariabile spectant In hits 
qnidem formolls termini nonnulli ordinis quadrati yis perturbantis negiecti 
sunt, quae vero neglectio hoc loco, ubi non nisi termini o^^ ordinis re- 
spectu yis perturbantis in caiculum vocantur, nullius momenti est. Quum 
sin i et sin i' semper sint quantitates positivae, et directio motus cor- 
porum m et m' eadem supponatur, aequationes praecedentes subministrant 

has 

mw sin i = m' w' sin ? 

6 = V ^ 180- 

quarum posterior monstrat esse debere 

1= i + r 
Hinc adipiscimur 

sin i = sin / cos i^ — cos Isint 
sin* / = sin* i 4" ^^^ ^ "h ^^^ * ^° ^ ^^^ ^ 

e qua, eliminato sin i' ope valoris sui ^^ sin i, evadit 

. . tnw sm X 



sm t 



et eodem modo invenitur 

tnw sin / 



smt = 



Vm^^ti^^ + m^ir^ + ^mm^W coi i 

quae formulae, substitutis (i), (/), (/) resp. ioco i, t, /^ cum praece- 
dentibus ipsarum sin (i^ et sin (f) valoribus plane congruunt Itaque, fa- 
cta rznoy planum invariabile evasit planum fundamentale, unde conr 
cluditur r esse inclinationem plani invariabilis versus planum funda- 
mentale sive ipsarum xff. 

Quibus positis , consideremus valores ipsarum jp, et p'^ in casu qua , r 
cifirae aequalis non est. Habemus, facta 1= o, valores g^nerales hos ., 

p^ = «ni sin Of — o — « + r+i) |. 

p\ = sia r sin fe'— o'— ^+ v—i) ) ^ ^ ^ 

et valorem primi eamm, a vl perturbonti' mdependentis , tiermini htmc 
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(69*).... p, = p, = sin r «n (~ ©) 

qui valores, substitutb in valoribus generalibus illis tenninis constantibus et 
a vi perturbanti independentibus , qui in ipsis t, i^, % — atque % — o' 
continentur, congruere debent. Aequationes vero (39) et (46), &cta f=o, 
suppeditant 

X' — o— ^4-«' — * =— ^ 

ubi termini maximi constantes et a yi perturbanti independentes vaiorum 
ipsarum % — o, % — ^S ^ atque ?P solummodo recipiendi sunt. Quibus 
terminis per litteram respectivam uncis inclusam denotatis, aequationes (69) 
ope praecedentium abeunt in has 

p, =8in(Osin[-(0)] 
p'^ = sin (i) sin [ — ( ^)] 

quae cum (69^) comparatae subministrant 

(^) = (V) = e 

et praeterea valorem ipsarum (i) et (i^) praebent, quo tamen non utar. 
Aequatio haec monstrat, valores perturbatos ipsarum ^ et V eundem ter- 
minum constantem a vi perturbanti independentem habere debere, et hunc 
ipsi S aequalem esse. lam quum O ei V sint arcus a nodis ascendenti- 
bus orbitarum m et m' cum plano ipsarum xy usque ad nodum ascenden* 
tem <Mrbitae m cum orbita m' extensi, et quum in plano invariabili 
iacere debeat: concluditur esse arcum a nodo ascendenti plani inva* 
riabilis com plano fnndamentali sive ipsarum a^ff usque ad nodum ascen- 
dentem oibitae m cum orbita m* extensum. 

Quum in motu Lunae in quantitatibus a et rj massam Lunae optimo 
iure neghgere liceat, denotat in hoc motu JT* inclinationem orbitae Solis 
versus planum proiectionis, et arcum a nodo ascendenti orbitae Solis cum 
hoc plano usque ad nodum ascendentem orbitae Lunae cum orbita Solis 
ductum. Propter planetarum pertorbatitmes orbila Solis immobilis non est, 
cuius yero motus iur fomittUs |^9) iam saparatim ratioiiem habuimns, quam* 
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obrem F ei @ ad hoc orbitae Solis planum referendae sunt, quod temperi 
t =1 o respond^t 

Integrationes ad jp',, q\ et u obtinei|da8 non amplius persequemur, 
qiiia integrationibus ad ^^ q^ et u obtinendas explicatis pl^e siiuiles. sunt. 



, I 



33. 

Denotante 8 sinum latitudinis Lunae supra planum proiectionis , bar 
betur 

s c=z sin t sin (v — 9) 
sive 

« = sin i sin (t?^— Z "1" ^) 
quum vero sit 

expressio ipsius 8 ita quoque exhiberi potest 

8 = sini sin [f^V'^J^{n)(y^—^)t—(3^—&-^ 
nnde secundum aequationes (67) 

8 = q^ sin V — p^ cos V (70) 

posita brevitatis caussa 

computatis igitur p^ et 9^, sicut in praecedentibus explicatum est, «inus iati- 
tudinis Lunae ope formulae praecedentis facile evolvitur. 

Sit l iongitudo Lunae ad planum proiectionis reducta: tum triangulus 
sphaericus rectangulus ab orbita Lunae, plano proiectioms et plano per Lunae 
locum ad planuiu proiectionis perpendiculariter demiftso formatos suppedil^ 

tg (l—O) = cos i tg (v—i) 
quae aequatio fadie transformatur in 

tgil-v) = - !ilii- ""2(r-fl) 

^ ^ ^ 1 -»- tg» i I CO8 2 (»—6) 

Sit 



\ 
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ttnde erit 

v — 6 = F — (x—©+(a— 12— *)(»)« — flJrfv+i-f 6) 
I — t; = I — F^+(Z — OJ— tf4-(«— ^— ^)W— *+^+*+^) 
Substitatis hb aeqaatiombus in aequatione praecedenti pro I <— t;, et 
positis 

p^^ = 8intsin[2 — «J-j-C^ — ^ — a)(n)t — fl?4"^4"*"i"®] 

q^^ = sinicos[x — CD-|-(a — q — j?)(n)l— flJ-f y-|"'^"["®) 
unde. 

|i^^ = p^ cos [^(n)t — 0] — q^mk[x(n)t — S] 

q^^ = q^ cos [x (n) *— &] -}- jp^ sin [a? (n) « — 0] 
emergit , aequatio pro^ l — v abit in hanc 

Ut 6 ex hac expressione eliminetnr, ad differentiale ipsius o — -Z-j*^ 
nobis refugiendum est. lam habuimus 

dx — d© = costd^ 
onde 

Expressiones vero ipsarum p^^ et q^^ modo datae snppeditant 
e qua diSSBrentiata eUcitni 

I - ^ = (»)(*-«+,)+ ?i:*z^ 

qaa expregsioiie valor qisias d (c9 — Z-f-d) medo inreiitas transit in hunc 



Ad erpressionem ipsius 2 — F supra datam in seriem evolvendam 
commodissime differentiale eius, in quo F pro constanti habita est, ad- 
hibetor. 



/ 
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Posita brevitatis caussa y^i— p,^a-^^^a = y atque 

_ 2p„ q„ C08 2 r, — (y,,^— p,,^) rfn 2 F, 

~ (IH^)» ^ %>,, y,, 8in 2 ^^, -H(?,,^-p,,») cos 2 F, 

aequatio (71) differentiata suppeditat post substitntiiiii ipshis ' "^f ' 
valorem modo datum, 

^fi y\ _ (fQCjp — a-^-rj) ,^ , qndp„—p„dq„ , d% 

Habita vero ratione aequaticmis identicae 

expressio praecedens ipsius z praebet 

^ ^^^ _ ^a-*-y)'Ei-}(PM'-*-yr,^)-*-P;;yMrin2r,H-§(y,,^---p,,^)co»2r,3 

denotante 2> denominatorem ipsins z. Differentiata vero expressione ipsins 
z, dum F constans tractetur, prodit 

yD^. 
sed identica est 

— 2p„ ?,, (9,, dq,, 'p„ dp„) + (9,,2 _ p^^2) (p^^ j|^^^ ^ j^^ rfp j -. (p 2 ^ j^ 2) (^^^ dp^^ . p^^ dq„) 

= (l+jr)(l-!r) (9//*//- ?//<*«,/) 

quamobrem 

{ (P//<^// + ?//^P//)y(l + y)co8 2F,- (g,,rf7,,-p,,rfpjjf(l + jf) sln 2^/ i ft 4-i/\ 

^2 _ 2 ( + 2P,, qjp„ dp„ + 7,, iliy,,) coe 2 F -(y,,2 - p,,^) (q„ dq„+p„dp„) iin 2 i^.+(y,,ifp.rP//<^U y (l-y) ) ^ "^^^ 

Hinc evadit 

[(P#A/+«/#*/#)y(Hy)+2p/,^/(«M«^/+P//<'P//)+(«/i*-l»//*)to^ 

|-[(?,/<^// -1'//*//)S<l+y)— 2p,,g,,(g,,rfi>,,-i»,,d2^)+(2,,*-P/,*^ 2V,\ 

9Hd p,rP,A„ \ ^ (+ («./*//-P//<^//) [y(l-3f)+2-(P//H9//^)] 

'Ti+a» 



y (1+y) ^ 1+«* 2 [H(P//H«f/^)+P//*/ •in 2^/+ 4(?//^-P//*) co. 2FJ y (l+3f) 

sed identicae sunt 

2p//?,/(2vd?//+P//rfp//)+(9//*-P//'*)(sf//dp//— P//d«//) = (i+jr)(i-3f) («/!*// ;f:P//<'9//) 

-?P//«//(9//*//— P//<^/)+(2r/*— P//*)(5'//<^9//+P//<^P//) = (l+y)(l-^)(9//^#-P//*//) 

2-(p,,« + 9//')=:l + j^ 

.16 
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quibus adiavantibus expresiio praecedens abit in 

f(l+y) ^^1+«" 2[l--i(p,/H«M')+P/,«//«in2r,+ 4(g,,»--p,,*)coi2Fjj^l^ 

Sed facili redactione facta, elidtnr huitts aequationli dextrae partis nnme* 
rator aequalis huic 

— 2 i% cos F^ 4- jp,, sin F^) (dg^, sin F, — dp^^ cos F) 
nec non denominatoris pars signis [ ] inclusa aequalis huic 

(1 -q„ sin V, + p„ cos F) (1 + 5^,, rin F, - p cos f,) 
hinc denique emergit 

i^t^ d(^r,) (n)(j-tt+i7) vdt tfl J^ 

De evolutione integrationeque huius expressionis infra agetur, ubi ex- 
pressiones omnes in series evolvemus, hoc vero loco quaedam de constan* 
tibus integralibus addendis annotanda sunt 

Expressio praecedens integrata subministrat 

ubi brevitatis caussa terminos in expressione praecedenti integrandos per Vi 
reddidi, et ubi IT-|-A constans huic integrationi addita est. Propter ter- 
minum in expressione (71) sub signo arc. tg. contentum altera huius con- 
stantb pars functio est ipsius F et termini constantls, qui in ipsis jp^^ et q ^ 
continetur, quae quidem constantis integrae 17 -|- it pars reductionem ipsius 
V^ ad planum proiectionis repraesentat, quae locum haberet, si solummodo 
ad terminum constantem in ipsis p^^ et q^^ existentem nobis respiciendum 
esset. Quum vero terminus constans in p^^ et q^^ sit functio ipsius I\ ea 
constantis integrae JI-|-jR pars, de qua sermo est^ flmctio erit ipsarum V 
atque F; quodsi haec pars sit A, habetur 

_ _tg«jrdn22L 

^ t-t-lf»srco82F, 

altera autem pars, scilicet H, vera constans est 

Formuiae praecedentes ad Lnnam sive generalius ad corpus m spe- 
ctant, et eodem modo obtinetur pro corpore ni 

V — irJ{-B:^r;^fF't . dt 
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Si vero inclinationem mutaam orbitanim m et m' cifrae aequalem 
facimus, necessario Ft atque Ft evanescunt, unde in hoc casu emergunt 

z = n + fl 4- F 
r = jr4-B'+ K 

quum vero R sit functio ipsarum F atque F, et R functio analoga ipsa- 
rum r atque F% habetur eo temporis momento, quo ^= ^/ est, etiam 
jR = H', et quum in casu quem nunc tractamus hoc temporis momento 
necessario esse debeat 2 = T , elicitur ex aequationibus praecedentibus 

n' =z n 

Quum V^ atque F' denotent argumenta latitudinis, quae locum ha- 
berent, si corpora m et m' in plano invariabili se moverent, 11 est 
iongitudo nodi ascendentis plani invariabilis cum plano proiectionis. 

34. 

Si formulas intueris, quibus longitudinem reductam, iatitudinem, lo- 
garithmum radii vectoris eorumque perturbationes in hac commentatione 
determinavimus , facile videbis constantes ^ et ^, quas in art. 13. in va- 
loribus ipsarum v^ atque v' introduximus , ex formuiis omnibus evanuisse, 
neque formulas has constantes (9) atque (^) continere. Constantes vero in 
his formulis existentes, quae quidem non nisi observationibus determinari 
possunt, sunt (n), (w'), (a), (a), (c), (e'), (fc), ih% (c), (c'), v^ *, (1), 
jT, et J7, quarum vero (a), (a'), (h) atque {h') e reliquis ita pendent, 
ut sit 

Restant igitur, si massas non adnumeras, observationibus determinandae 
duodecim constantes independentes, id quod secus se habere non potest. 
Significatio harum constantium, quam repeto, est haec: 

16* 
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(n) et (n') . » • motus anomaliaram mediarum observati; 

(c) et (c^) . . . anomaliae mediae tempori tzizo respondentes ; 

(e) et (e^) . . . excentricitates, quae ex observato maximo coefficiente aequa- 

tionis centri Ope formulae pure eliipticae compntantur; 

(1) ... inclinatio mutua media; 

v-^-k ... arcus orbitae m inter locum perigaei corporis m et nodum 
ascendentem huins orbitae cum plano invariabili in- 
terceptus y et tempori tzzzo respondens ; 

V — k . . . arcus oibitae m' inter locum perigaei corporis m' et nodum 
descendentem huius orbitae cum piano invariabili 
interceptns, et tempori tz=zo respondens; 

r ... inclinatio plani invariabilis versus planum proiectionis ; 

@... arcus plani invariabilis inter nodum ascendentem 
huius plani cum plano proiectionis et nodum ascenden- 
tem orbitae m tempori t=zo respondentem , sive, quod 
idem punctum est, nodum descendentem orbitae m' 
tempori t=:o respondentem cum plano invariabili in- 
terceptus ; 

H... longitudo nodi ascendentis plani invariabiiis cum 
plano proiectionis. 

Quae significationes in problemate generali, ubi utriusque corporis mo- 
tus incognitus est, locum habent, in theoria vero Lunae, ubi motus 
Solis notus est, quia perturbationes, quas Luna Solis cursui aflfert, per- 
parvulae sunt, paullulum mutantur. In hoc problemate (n), (c'), 
(e), V — fe-|"®5 retU ipsae datae et (n), (c), (e), v-f-ife, 
(J) et (9 ex motu Lunae observationibus eliciendae snnt, et quidemde- 
notat 

IZ ... longitudinem nodi ascendentis eclipticae tempori f=:o 
respondentis cnm plano proiectionis , cuius situs ex arbitrio 
eligi potest; 



r... inclinationeiii hnins eclipticae yersns plannm proiectionis; 
V — i-|-9... arcnm hnius eclipticae a nodo eius ascendenti cum pla- 

no proiectionis usque ad locum perigaei Solis extensnm. 

Formulae in hac Sectione evolntae monstrant, expressiones analyticas 
perturbationum latitudinis et reductionis longitudinis ad pianum proiectionis 
simplicissimas evadere, si planum hoc eligatur planum invariabile, pro 
quo in theoria Lunae planum eclipticae habendum est. Qnum vero in astro- 
nomia practica hodiema longitudinibus latitudinibusque Lnnae non ntamur, 
sed e contrario computationes omnes ope ascensionum rectamm deciinatio- 
numque Lunae absolvantur, idque optimo iure rationeqne certissima fiat: 
praestat absque ambagibus locum Lunae ad aequatorem relatum per theo- 
riam quoque suppeditari, sicuti loca planetarum ad aequatorem relata com- 
pntare iam edocuimus. 

Esto nobis igitur planum aequatoris tempori f = o respondens pbmnm 
proiectionb. Hinc factum est, nt sit 11= o; 

P . . • obliquitas eclipticae tempori t=o respondens ; 
f'— -i-f- .. . longitudo periffaei Solis tempori eidem respondens; 

0... longitudo nodi ascendentis orbitae Lnnae cnm ecliptica 
eidem tempori respondens; 

manentibus significationibus constantium reliquamm iisdem nt antea. 

Significationes quantitatum y, a et ij cognosci oportet. Facile repe- 
ritur V esse argumentum latitudinis Lunae erga eclipticam, itaque secnn- 
dum notationem vulgarem esse debere 

(n)(y-|-a — 9j) = motm perigaei Lunae — motui nodi eius. 

Si in expressione ipsius 8 sub (70) data substituitur primns ipsamm 
p^ et q^ terminus ex (60) petendus nec non valor ipsins F, invenitur co- 
efficiens ipsius t in maximi termini argumento = 

(n) (tf^a—ri)—(n) Yi^y^c^ 

quae qnantitas motui perigaei Lunae aequari debet Facta vero m=Oj 
formulae art. 31. praebent 

f («-12)^4- C» = « + !? 

habemns igitnr quam proxime 



m 



(n) (y — 2i}) =, motai perigaei Lonae progressivo; 
(ii) {a^rj) = motui nodorum retrogrado. 

Loco radii yectoris Lnnae semper parallaxis eius horizontalis , vel po- 

tius logarithmua sinus parallaxeos in calculis astronomicis adhibe- 

tur; quum vero 

l . sin (par. hor.) = ID — Ir 

ubi D radium teUiuis designat, et 

1-W 



Zrii:Z(r)-{-fi; atqne Z(r) zr Z(a)-|-I. 



sit, habetur 



l-4-(e)co8/ 



I. sm (par. hor.) = l -r^ — I. = — w 

"^ -^ (fl) l^^e)co8/ 



ubi loco { . — "^^' nota series infinita haec 

l-l-(c)coi/ 

J(«>^+M*+^c.— [(^)— |(e)'— etc.]co8(»)5^[|(e)^— etc.]cos2(»)2— ^ 
substituenda est. Ex huius vero articuli initio invenimus 

(a) V x(M-f.m) J 
ubi 3c per longitudinem penduli exprimi potest. Vis enim attractiva Terrae 
in eius snperficie et in punctis , quorum sinns latitudinis geographicae = KT, 

JLM • 

habetur quam proxime = % — , si radins D ad haec puncta refertur. 
Qnamobrem, denotante P long^tudinem penduli simplicis, quod in his Ter- 
rae superficiei punctis intra temporis t intervallum oscillationem integram 
absolveret, si vis centrifugalis non existeret, et A rationem semiperipheriae 
circuli ad radium, per principia Mechanicae evadit 



• V 



Hinc sequitur 



5C = 






et qunm praetereahabeatur (n) = — , ubi T tempus revolutionis anomali- 
sticae Lunae designat, expressio praecedens ipsius — transit in 

(d) ~ V M^m P T* J 



SECTIO IIL 



GENERALIS AEQVATIONVMf IN PRAECEDENTIBVS EXHIBITA- 

RVM EVOLVTIO. 



JLn theoria planetarum, qualis in theoria mea lovis et Satmni exposita 
est^ non quantitatem /3, sed loco eins et in prima et in secunda ap- 
proximatione statim w computavi, et formulam perturbationes secundi 
ordinis respectu massarum ipsius (n)£^ snppeditantem ita comparavi, ut (i i 
non contineret, quare hac quantitate opus non erat. Quantitatem vero (n) ^ 
et in prima et in secunda approximatione computavi, et valore huius quan* 
titatis eo, qui in prima approximatione erutus erat, opus fuit ad pertur- 
bationes secundi ordinis ipsius n(^) computandas, quia formula pertur- 
bationes secundi ordinis huius quantitatis suppeditans functio est perturba- 
tionum primi ordinis ipsius (n)£^. Qua quantitate inventa, mutanda v in t 
ipsam (n)z elicui. 

Hoc vero loco aliam ingrediar viam, qua neque /} neque ^ ipsa com- 
putabitur. Formulas evolvam quae immediate z atque w suppeditant, et 
in his formulis perturbationes ordinum inferiorum ipsarum ^ et /3 elimina- 
tae et perturbationibns eiosmodi ipsarum z eiw redditae erunt Tali modo 
formulis constructis, compmtatio pertarbationimi molto brevlor reddita est. 



\ 



•^*-» ••l/fc". • ■ 



l^ 



qaoniam tenniiii in ^ per (t — f) multiplicati , qui in valore ipsius z qui- 
(lem evanescunt, quorum yero numerus in ^ praesertim in approximatione 
secunda et altioribus admodum mag^nus est, ommno non adsunt. 

Ad hoc propositum assequendum quantitatem T, quae, integratione 
priore respectu ipsius t instituta, respectu ipsius t integranda esset, primum 
respectu ipsiiis t integrabo, et deinde, mutata r in f , aiteram integrationem 
respectu ipsius I peragam. Qui integrandi ordo etiam adhibendus est, si 
formulas nostras ad cometarum perturbationes, quae ope quadraturarum me- 
chanicarum, quas dicunt, eliciuntur, investigandas adhibere velis. 

Quum in motu Lunae non modo termini secnndi ordinis respectu vis 
perturbantis, sed etiam termini nonnulli tertu ordinis vim habeant, formu- 
las valorem ipsius z et ipsius w suppeditantes usque ad quantitates quarti 
ordinis onmibus partibus expletas evolvam. 



rtesumamus formulam 



m KdvJ 

dr 

quae, indicata differentiatioiie instituta, fit 

KdtdtJ Vdr^JvdtJ 



T = 



© © 



Quum secundnm art. 18. Sect U. ^ sit quantitas cuius terminus a vi 
perturbante independens unitas ipsa est, ponamus 

Cf) = ' + &) 

ubi igitur {j^J terminos solununodo continet a vi perturbante prolatos. 

Substituta hac expressione in praecedente ejqpressione ipsins T, habetiir, 
si evoiutio usque ad quantitates ^aarti ordinii perfecta erit, , 



y 



~ VdrdtJ L dr JVjtdtJ "*" V. rfr J ^rdtJ V dr* -/ Crf* J ^*^ 

ubi notandam est, quantttates (^j;^ > (5Q et (^jtIjJ ^^*® ^P**® quantita-\ 
tes primi ordinis, quas cum differentialibus respectiyis ipsius d^ permutare 
nobis liceat. Expressio praecedens suppeditat 



^ — Tx r^r^'^ 4. r^r^ _ r^Yfi^^—o r^ 

itdi~^'^\,dT JKdxdtJ "^ \dtOK,dtJ \.dtJ KdtdtJ ^ V dr 



dtdt 

3. 

Qnum sit/^=e (secundum art. 15. Sect. U.), habetur 

sive usque ad quantitates tertii ordinis, quae in hac quantitate sufificiunt 
ad quantitates tertii ordinis in T retinendas, 

atque 

«V = i is+.y + i Cf)' - i Cf) («+') 

Habetur porro 

«^ = — (S+e) 

dZr = 11? 

dir' = w' 

Valores incrementorum reliquarum yariabiiium designantur praefixa littera 
d, ita ut sit 

(»)f = r + W«t 
f =' + § + « 

(«>'=«-'+(«')*»' 
P = (P) + «P 
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Valor^s ipivmm (Py^ (9), h in Seolione secuiida explicati simt D^nique 
aequatio 

» = (4)c-(«+0 

praebei usqae ad quantitaies tertii ordinis, qnae aofiBciunt ad qoanlitates 
tertii ordinis in ipsa J^ obtinendas^ hanc 

(2) h = ih) [1 - (S+e) + 1 iS+t)1 



4. 

Quibns positis, rerertainnr ad expresaionem ipsins T, qualis in art. 16> 
Sect. II. data est, scilicet 

T = j2fc f cos iv-X)^h^2 ^^^ [cos (. -A)-l] | (^) 

+ 2fc -^sin iv,-X)\r r^) - -ig^ . i^ 
Posita 

f=:J2*-^cos(.-A)_fc+2^^^^ [cos(.-A)-l] C^) 

+2fc-f sin (. -A) r (f ) 
habetur 
rox T — T ^^^y* 1:^ 

Quum q sit functio ipsarum ^ et /3, habemus ope theorematis Taylo- 
riani usque ad quantitates tertii ordinis, quae suf&ciunt, quia y est quan- 
titas ordinis primi 

,' = ((,)»+ l:g>!«g:+(,)»(S4^).(,)« (f) +(^)'(;^-g) + j^^'«j« 
+ ^df (s+o - ^'«fC^^+i^^) woMq)' Cf («+o 

ubi (q) yalorem ipsius q ope elementorum constantium (a), (e), (c) et (n) 
computandum denotat. 

Diflferentiata aequatio praecedeos suppeditat 



Itl 



d,Q 



Snbstituto hoc ipsius ^^ valore, nec non valore ipsio» h per (2) 
dato, aequatio (3) transit in hanc 

Si in hac aeqnatione valor ipsins T ex (1) petendus substitntus iue- 
rit, differentiatione invenientur aequationes usque ad quantitates tertii et 
resp. secundi ordinis accuratae hae 

y.dTdtJ y.dTJK.dtdtjy.dt^jKdtJ^xiM+m)\ dt "^" dr* ^^^^y.dt^J) 

dT_ f fPT^ «r?!!!?nr-^vr^r-^'^-r^^r'^^ 

dt "^ \.dT^dtJ y. dr2 J Vdrdt-/ V. dt Jy.dt2dtJ V dr^ jKjftJ 

'^%(M+m)\ dt^ "^" dt^ V.dtJ^ dt^ ^ dr \.dt»J ^^^ Kdr^ J\ 

d^f_r d^S^ (n)y(fe) d^ ((?)' 
dr» "■V«ir3c/t-/"'"x(M+m)* dr^ 



(4) 



quibus infra utemur. Porre, quum sit 

o 

denotantibus (T) et (T) resp. eos ipwinim T et T vaiores ex elenlentis 
(a), (e), (/t), etc. pendentes, in quibus ^, (^-{"O' *^9 ^^^* omissae et 
f^ g sttque ^' resp. loco (n)^, (n)2 atque (7t)V positae sunt, aequatio 

o 

praecedens inter T et T inventa suppeditat 

^,.,^+,^.^j^.<,^«rj^,^V-i*HS)+'<'>'Cf)(^| 

et si hic ipsius T valor in ultima art. 2. aequatione substitutus erit, emergit 

£L=t-*+,m(m^3-O"CS)+GvD(g)-<^0(gXD 
-.^J^-'.'-CI?)+'^'^-^<^)+«.>'CSC^O 
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.i=-(*=g2«_K*)(;f)-»i^^')-"*<»^>+»^«+'>-«'f«+*> 

+»^«H»^aO"-«^'(f)'i'-#«»o-.:>Ho+i(*(S) 



o o ^ o 



-i[^J „..+,£22 . + lg!««+. !£2^+ i!g).,+'^.,+^ „](«) 

-«[^«'■+'£f-+SS««+-^^+^'^gl'«+S«]© 
-,[:!Ac.,a^+,4g2,+iAw«+/^^+'^P+'^>.,+£A«]cs+o 

+.[5l«'-+'£^-+Si"^+'^^+^'+a"+S!l«]'*^'> 

-C4«'-+'f-+>«+'1?^+5?'<««+J>]'»+« 

+i^^(»^*«»'+rJ^C»)««.»+etc. 
quae aequatio nsque ad quantitates tertii ordinis reciproce suppeditat 

e qua differentiata elicitnr haec 

_^nz:)w&-r'?!f^>»--^3cn')»«'-'?^«^-^ap-^''>aQ-^>»if 

dT.^^^ dt.dr dt.d^^ ^ dt.di" dt.dP dt.dQ^ dt.dK 

f • • ■ ■ . ■ 

et ttsque ad qoaotitates secundi ordiois hae 



I Pono, qmim sit 

«rit jr fimctio yariabilium Vt, s, Zr, z\ y^ P, 9 atqne lC, •nde habetnr 
ope theorematis Tayioriani 



et respective 






d(S) dS 



dt dt 

d^jS) _ <P(g) 
dg .dt dg.dt 

etc. = etc 
Substitutis his ipsarum rf), ^, ^1$, l^ , ^l^, etc. valoribus in 

o ^ o 

dextro membro expressionis praecedentis pro T — (Tj, nanciscimur, si 
termini quarti ordinis et ordinum aitiorum ubique negliguntur, 

''-<*=s«-'*ao-joc©-i*'«+'H»5'»+»-»"'*+« 

+#w*+''4'"+^'w''+''-^''+^"-+#'«+#» 

-'^«•-»&'«Cf)+.*«C^O+«f<^0+»''©"+^(#)' 

- j ^s+.;»'^j 2-?(*+o«e-s ^(»+0»«+ 1^ (.)•«.•+ r Jf| f.j I. ..+ «.. 



WjfW 
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Ex hac expressione quantitates T, j- atque -j^ ope aequationum (4) 
in art. 4- datarum eliminandae snnt; quo facto emergit 

« cscm^ +«*^'> c^oc^ 0'^+«^*+'^ «c^ 

*""^i-t^CS)f*+'HTf*^.)'-(.)0+iOCSa+'f«'''*^<^ 

ubi brevitatis caussa posui 

og^ or og^ or ar 

-2^(S+«)««-2g(S-t-0 ««^ 

«P (T) ,„ 

^i^(n')»&r» .^/^ («') fe' . «<-^^(«')«.' .ap.Kg^(«')&'. «e^- J^«')&'^«| 




>(ft 



HT 

lu hac ipsius X expressione terimnod tertii ordinis omnes, ut praesto 
sint, adscripsi, quamquam maxima eorum pars in motu Lunae nullam Tim 
habet. Praeter terminos enim tertii ordinis, qui iu terminis secundi ordinis 
expressionis praecedentis implicite continentur, termini tertii ordinis, qui 
ex producto quadratisque ipsarum (n)6z et tr pendent, fere sunt, qui 
rim habent. Receptis* his terminis nec non maximis reliquorum termino- 
ram, in motu Lunae poni potest 

dg ar ag ar air a%£ 

dK 
dg dr dg* dg • dr 

''drrp^''^^''^^'^dfTq^''^^''^^'^^ 

dr^dq ^ 

quae expressio iam terminos nonnullos continet, qui omitti potuissent. 

o o 

Substituto praecedente ipsius T — (T)4*(7) valore in aequatione ultima 
art. 4., emergit denique 

-•C^^^^-KS^GS^-i^CS^CS-iCSCS^CD-K^ 

-<^0CfD-'f**<5)G^-*Cg)*f-««-««C7i)-«*"<g)CD 

^ ,.,^« |'.''IC^O-'C©CS)-<S)*«-)C^O! 




dtdt 



x(M-Hm) , . 

■—4 



'-^■|Cf)*(*"'-O-»C^0'-«*")Cf)*H^*«'i' 



6. 



Secandum ea, quae in Sectione secnnda tradidimas, expressio modo 
evdttta pxiqmm riespecjUi ipsius t integranda est , quo ^ obtineatar, et con- 

18 



i 



1S8 

stans arbitraria imic integ^rali addita, quae fiiBctia ipsios I erit, ita deter- 
minanda est, ut flat 






Qoibos factis, es^ressio respecta ipsios t integrator, cui integraii tajnquajn 
constans arbitraria functio ipsius v in art. 15* SecL II. definita et (^) no- 
minata est addenda. Tali modo ipsa ^ inventa, mutata r in f ipsa z 
prodibit. In sequentibus vero aliam ingressuri yiam, ordinem integratio- 
num inyertemus , quo factumf erit , ut formulam simpliciorem nandscamur. 
\ Cuius calculi fundamenta nunc exponamus. 

Quantitas -j^ generaliter sumta f unctio ipsanim I et r est / quani 
t per q^Cr, f) denotabo. Tum habetur 

f (5) — ^ = (p(T, t)dt ] 

e qna integrata elicitur 

g=/<p(r,*)d«4-Ft 

ubi Fv functio adhuc ignota ipsius r est, quae huic integrali tamquam 
constans arbitraria addenda erat Hinc, mufota r in f, nanciscimur 



(^= \ff>ir,t)dt]^Ft 



Aequatio vero (10) art. 9* Sect II. est haec 



(«-- 5 = GD 






qaae, suBstituto valore ipsitts (%0 modo eruto, suppeditat 

Qua aequatione per dt muhiplicata et integrata, ipsam z nanciscimur, cui 
integrali tera constans addenda est Qmbus lib«ohrtis(V ad 'indolem ipftitts 



IS9 

* 

Ft inyestigaiidani -^ methodo Ula computabimiis. Aequalio (S) etiam 
suppeditat 

itaque 

§.=/,,(», «>*+lW (8) 

ubi '^t denotat functionem illam, quae tamquam constans arbitraria integrali 
huic addenda erat. Mutata t im ty obtiuemite ex praecedenti integrali 



^j:^ = {f<pih*)dT]-\-^t 



Conditio igiitn m hinus articuli initio memorata sittmiinistnit 

Valore ipsins ^l ex hoc aequatione elicito et in (8) substitiito, emergit 

dt = dtfq>(t, t)dv — dt [/<p(r, 0*] — 7^^ * 
unde 

S = iO+fdtMht)dt-fdtXf^^^ 

Hinc, mutata r in I, evadit 



« = («)+ l/dtfq>{r, t)dt] —fdtU^ix, Odr] 



atque hinc 






«^» — << (») , . «^ • Udtf<p (T, O dr\ ^„, , ,, («)y 



ds 



C-#) 

Si hic ipsius —■ yalor cum valore eiusdem quantitatis sub (7) dato 
comparatus erit, inyenitur 



Sed manifestum est, esse 



18 * 



m 

OC ^» OV -^ 

atque 

quibas expressionibos in Talore praecedenti ipsius Ft substitutis, emergit 



unde 



ar 



Ifinc collig^tur, ad ipsam z immediate ex expressione ipsius '—- 
in art. praec. data eliciendam, expressionem hanc primum respectu ipsius 
I integrandam esse, cui integrali tamquam constans arbitraria --— addatur, 

deinde, mutata t in t^ yalorem ipsins T^M hoc modo inventum in aequa- 

tione (6) substituendum esse, e qua denique ipsam z^ integratione respe- 
"* ctu ipsius t iterum peracta, elicitum iri, cui vera cbnstans addatur, quae 
nihil aliud est quam constans (c) in art. 15- Sectionis secundae introducta^» 
quae anomaliam mediam temporis epochae respondentem denotat. 
£x eodem vero articuio habetur 

(secundum art. 20. Sect IL emm in motu Lunae statuitur tj^zo), ubi bre- 
vitatis caussa posui 

^ = 2gjco8(^ + 3(e) 

B= ^co8^(^+6(e)^^cos(9) + itl+4(e)^} 

ubi (q) et (^ functiones ipsius (^) sunt, quae ipsa functio ipsius i cen- 
senda est. Habemus igitur, si tertia et altiores ipsius | potestates negii- 
guntur, 

^ = 4+4^^(0 



rf(g) 



B=:B, 



m 

obi A^ et £ functiones ipsarum (q) et (<p) sunt, qnae ipsae non minus 
quam quantitates reliquae^\quibu9^formiflae in hac Sectione evolntae com- 
positae sunt, ope ipsius y et elementorum (a), (e) et (c) computandae 
sunt. Quantitas 6 (^) vero . hac datur formula 

et — ■' hac 

dA, - u («) gjn (y) 

rf(t)— -'S Vi=w 
unde nanciscimur 



dA, 
d 



^/?+B,=4,=3(^cos«(<p)+12(c)^-gcos(9))+2[gco8X9>)-4+10(e) 

cui accedit 

^, = 2[gcos(<]p)4.3(e) 

Quibus positis erit denique 



^=l_6 + 4(l_6)g4.^^^g 



Ad mtegrationem primam expressionis pro —•' instituendam animad- 
verto esse 

a V. dr JKjdtdtJ "~ * A 



'f<?-L*-»'^* _ i d-(S^t)' 



, 1 

^ Vlde Unt. uber dic gegens. Stdmngen des Jnpiten ond SaUumt pog. 8. 



m 






-««+')'C^)-««+')CS)f=-f!^^:^^ 

His positis nec non substituta 

ubi secundum art. 7. Sect. II. y^ et ty^^ non minus quam (n) verae con- 

stantes sunt, expressio pro -j-^ in art. 5- evoluta suppeditat usque ad quan* 
titates quarti ordinis accuratam expressionem hanc 

I = 1+ «■+ *tc^0+ iCf)'-K*+.)Cf)+K«+')'-* Cf)' 
-^^OCi^O-^s-CT^^+w^+oCf^+w^+^^^^O 

-l(S+.)-(*)+K*f.)' 



ubi posui 

W= —6 + .<,(l~6)|+4,f 4-x 



+ 



(n)(%, 



■yiCSD-iCf)C^O-<^>««+«)C^O!«« ' I 

^yic 



+&''>'fc^y'"-iW\Q 



IIS 

Autequam integrationem subseqaentem aggredimiir, propositum est ae- 
quationes prac^pedentes ita tranafortnare, ut in aequatione finali ^ et ^ non 

adsint. ' Quem in finem aequatio praecedens ipsam ^ exlubens ipsa prae- 
bet usque ad quaniitates tertii ordinis 

f = "'+*fCSD+iCf)'-«*H)CS)+Ks+.)- 

e qua differentiata elicitur haec 

atque nsqae ad quantitates secotrdi ordinis accuratae ha^' 

dt ~ 
£*| _ dW^ 

dx' ~ dr 
d'9t _ £W 

dt» ~ dr» 



Porro habetur 



(A) 



X ( M-t- m) (o)' («) V"i -(e)« 

f = («+o-5mCf)' 

unde ttsqne ad quartum ordinem 

C^O' = WO -4^(-84-e)+4^'+(S4.£r-.6^(S-|.£)*H-12^'(S+f)-8^' 

C^D' = («+*) ~6^(S4-a)'4-12^'(S+0-8r 
et usque ad tertinm ordinem 

C© = («4-0-2^4-i(«+0'-2^(«+0-f3r 

Quibus expressionibus adiuTantibus , expressio praecedens ipsius — 
faciie transformatur in hanc 

et expressio ipsius fV in hanc 
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(10) W- =— 6 4- 4 f 1 + 6) S + ^«^ + ^ 






tt 



llla, mutata t in t^ snppeditat 



(D = 1+ »-+'»10+ i«<^i +«'li-«+rs+.>i , 

ubi ^ et j3 nec non qaotientes earum differentiales nbique eliminati sunt. 
Ut ex hac aequatione — derivari possit , necesse est —^ — derive- 

tur. Quum secundum art. 13. Sect. II. sit ' 
erit 



r^ 



d.A^-i (fl)»(«)ViZw; 



irJ 

et quum f sit fanctio solias Tariabilis 2, habefur 



p^ - W^i(-^ + -(^^'*^'"+'*(w^ ^ i 



itaque aequatio (6) transit in hanc 



d.m d-. <'>' 



I = (D-pfei;-^:+^w''+i^"wM.-( 



Sn in)t dry , '*-(r)» j »,„(«)'<' (ry 



^J modo eruto in hac aequatione, nancisci- 
j_ 
mur valorem ij^siuoi -^^ qui per (n)dt n^iltiplicatus et integratus sup- 

peditat 



145 



dM . d}'^' 



(„). = (c)+(„)*+(„)/j ^' '^^-^ »^»-<'>* ^^f^^. V-i-ce. dg^n 



y 

Vi 



^^^ y» w Vn '(«)■ 

'=in)f^^dt--r^ (11) 



ubi (c) est constans huic integrali addita, ita ut termini ipsius (n)z e ti 
perturbante independentes sint (c) -}- (n) f sive g. In hac formula etiam 
quotientes diflPerentiaies ipsius W respectu t in quotientes diflPerentjales re- 
spectu ipsius y converti, id quod in calcuio numerico commodissimum est. 

Haec antem formula terminos omnes usque ad quartum ordinem respectu 
vis perturbantis continet, et In hac concinna forma perfacile in usum Toca- 
tur. Ceterum, si excipiuntur quae ad ipsam y spectant, haec formula fere 
est, cuius in fine art. 30. Commentationis meae de perturbationibus lovis 
atque Saturni mentionem feci. 

Superest ut quantitas W amplius explicetur. Si in yalore huius 
quantitatis sub (10) dato substituitur expressio ipsius X ex art. 5* sumen- 

o 

da, nec non valor ipsius (T) per (T) expressus, obtinetur 

W' = — 6 4- 4 (1 — 6)1+ ^„f + Z 
ubi 

+_L/^V+-L^W_LlfI)3c+J_^_£Z2«j!r — ?- MV„), 

^(n) dr' ^ (n) dP ^(n) dQ 'W «^^ Vi^ ^V 



4-— r — —(n)8z,w+ -^ ^^(n)8z,SP+— --l-^(n)8z,dQ 

^(n) dg.dr^ ~ (n) dg.dP^'' (n) dg.dQ^ "^ ^ 



d. 



(^ 



2 



+._LL.J!m+rlIlJU+-L.£m«,.aP+J-.gig2«..ag+etc- y»' ^Vt 

^\n)\ dr^ ^ dr ) ^(n) dr.dP ^ (n) dr.dQ ^^ VW«"' «»/ 

+^jfi)!-^We-i -i^[,r+ (5+.)]C„;e} 

19 
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Post eyolutionem in seriem tennini omnes ipsius Z qni e r pendent 
insigni gaudent proprietate, magnum calculi compendinm afferente; quae 
quidem proprietas infra explicabitur. , 

8. 

Revertamur ad perturbationes logarithmi radii rectoris, adiumento for- 
mulae (12) in art. 11. Sect. II. datae computandas. Quum sit 

gj5 = Ir 
erit 

Sz sive —7-^ = ■ 

' dsi rKi-(e)* 

atque 

d.r^ 



!S,z (e) r sin / , d% 

A,% ~ (a)(U(e)^) ~^ (ar^n^yTK^r 

Quum porro fz — t^ unde fz — o , atque 
formala illa transit in hanc 



= C+iB + iJ- 



(12)...... «,= C+|a + y ^„y^— Sdt-UYdt 

ubi C constans est et 

quae formala usqae ad qaantitates qaarti ordinis accarata est 



9. 

Ad quantitatem Y eToIyendam diflPerentietur aequatio (9) art. 7. re- 
spectu ipsius t, unde emerg^t 

dr' ~~ dx '^ y.dxJ dt '^ ^ dt» "f" ^ Vdr-/ dt* 
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hinc, reiectis teniiinis quarti ordinis et ordinum aitionun, nanciscimur pro- 
ducta haec 

V.dr^v.rfr*-/""v.rfr^ dt > Vdr^ dv'^^y.dtJ dt^ "» '^ V.dr^P dt 

V,dtJ KjtO^KdtJ dt 

Adiamento harum expressionum formula art praec. ipsam Y exhibens 
transit in hanc 

Sed aequatio haec 

snppeditat nsqoe ad temunos tertii ordinis 

dt~ ^Kdt'J'T'2K.dtJK.dt^J 

qaae, snbstitDto yalore praecedenti ipsius —, neglectisqae tehniids tei^ 
ordinis, sabministrat 

dt— '^ dt a "b rf^2 -r a P ^;- 

habemus porro usque ad terminos secnndi ordinis 

CS) = (*+•) - 2? 

Eliminatis adminiculo harum aequationum quantitatibus ^ et T-r^ ^x prae- 
cedenti expressione ipsius F", emergit 

Demque -^ eroluta evadit 

-dT = ^"> "?r "^ ^"^ "^ ^"^ "^ * ^"^ "^ ^"^ - 

onde 
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« = - («))-■ j 4- . 2 [nyozA- * . 3 (.«) os 



(«)^ V^i=W 



[d.^! d'.^i^ 



+^/«)i^+-^^«)*.i(«)* 



d/->* 






Substitatis his expressionibus in aequatione (12) art. S-» elicitnr 



rf».^! d^.<->' 



■/; 



Vi-(«)' 



Cf )+«HCf Mp-pfe -^-;^^iM\ 



(0! 



quae formula tenmnos omnes usque ad quartum ordinem continet. Ter- 
mini tamen tertii ordinis in logarithmo sinus parallaxeos horizontalis Lunae 
nuUam fere vim habent, et solummodo integritatis caussa et ut monstra- 
rem quomodo hi termini se haberent, terminos tertii ordinis qui expressioni 
logarithmi radii yectoris insunt onmes evolyi 



10. 

Restat nobis ut constans C definiatur, quae secundum art. 11. Sect. II. 
adiumento aequationis huius 



«' = i(«+0-i'CD 



determinanda est. Termini sub signo integrationb in expressione ipsius w 
in art. praec. data existentes post evolutionem in seriem terminos constan- 
tes continere nequeunt; quodsi igitur ad terminos constantes taptum respi* 
cimus, aequatio haec suppeditat 

w = C+ifc 
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Qaantitas qooque 8 constantein terminum non continet, quare aequa- 
tio praecedens sub eadem restrictione praebet 



«-^i—i'© 



His duobtts valoribus termini constantis comparatis, emergit 



C = term. const. in | — ^ l \jnj\ 
quae ope aequationis huius 



dy^' 






ubi terminos tertii ordinis, qni nuUam yim habent, omisi, abit in hanc 
Posito vero 

4 = i+*4 

habetnr usque ad qnantitates tertii ordinis 

(r)« 



'[«+*S+^S^+^.-^«'') = 



(0* 



itaque quum o -^ terminum constantem non habeat , et terminus con- 



dt 



stans in ^TiS-^ ^_(ii)ds, quia per (e)* multiplicatus est, minutis- 

simus sit, elicitur 

< * yrm^- (a>* ^^ y^dtJ ^ ^ l-(e)« (o)*J 
qua aeqnatione constans haec per&cUe cemputari potest 
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11. 

Formulae in praecedentibus evolutae monstrant ad (it)js et w usque 
ad terminos quarti ordinis computandas, terminos et primi et secundi or- 
dinis ipsius S-^-e requiri. Qui quidem termini facili opera adiumento 
huius aequationis 



S + a=2i.+ «C£) 



computantur. Substituta enim evoluta quantitate 2(^7} in art. praec. da- 
ta, elicitur formula 

usque ad terminos tertii ordinis accurata. 

Si quantitas 8 non modo per hanc formulam sed etiam calculo di- 
recto computatur, computatio perturbationum numerica confirmari potest, 
et calculi errores, si forte adsint, deteg^ et corrigi possunt. Directo vero 
modo ope theorematis Tayioriani invenitur usque ad quantitates tertii 
ordinis 

(.5)...... *+.= H/Td,-/^>(S+,)*+/£^(,)*..*+/^„.* 

H/^i(»')».'.<«+/S»'.*+/&...+/^>9.* 



+/£ 



dK.dt 



dK 
cui formnlae praeter 6 constans non est addenda. 



12- 

In qnantitatibns P, ^ et £ termini expliciti tertii ordinis nullam Tim 
habent, quamobrem ad lios non respiciam. Itaque, habitis aequationibus 
(49) Sect. II., quae P, ^ et £ determinant, pro functionibus ipsarum 
tt, (n)», Ir, (n')s', Ir , P, 9 et £, erit 



Ul 



dP d{P) 



. , d^ (P) , , dHP) .„ , d^iP) .^ , rf^CP) .„ 

abi in quotientibus differentialibus ad dextram yalores elementomm eon- 
stantes in praecedentibus definiti ubique substituendi sunt; et similes ae- 

quationes nanciscimur pro ^ et ^. Quum in iis aequationum (49) Sect. U. 

terminis, qui per dp et d^ multipiicati sunt, perturbationes ipsarum P, Q 
et £ negligere liceat, prima harum aequationum transit in hanc 

f =- w- v^iO """ i^+*^0! (»^) 

4-^^^co8i(/;co8[«-i;-HK«)(«-^-9)0-^^^co8^ 

et eodem modo reliquae duae aequationes (49) abbreviantur. Quum se- 
cundum art. 27. Sect. II. yalores constantes ipsamm /, N^ P, ^ et K 
substituendi sint hi 

/ =(1) 









N 


= V 










P 


= 










9 


= 2 


sin i (I) 


quumquc 


\ sit 
















toa^il 


= 1- 


-iP* — 


sequitur 


ponendas 


esse 


t 










d. 


, C08« f / 
dP 


= a 






• 


d. 


C08*f / 


^^m ^^" 


- sin i (I) 



h9 



dpJ "" VrfAV2 8mf(/> 

rfQ-/ ~ V. d/->' C08 J (/) 



Habitis vero valoiibus generaiibus ipsarum C^p) ^*^^® CsoJ ®^ P'® 

fonctionibus ipsarum P atqiie Q^ ei pro functionibus ipsaruro / atque iV, 
invenitur 
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" (sx^d^^+cm-^ =(#>-(#) "* 



<'0=c^>+G^>p=(^KC4r)'^ 



quae adiumento aeqaationum 

ai = dP «'"(iN^-v) cos(J>r-r) 

cos^/ ^ cosfi 

aN= dP S2i<^) _ dQ ?i^^> 

et positis N-=iv et I=(I)^ suppeditant 

dSl 



V f/P^ ^ ~ \ dN ) 



2 sin f (/) 



V(/P.dQ->' ""V rf/ / cos § (/) V dN / 28iai 



V. rfQ^ J \ dl ) cos f (/) 
Ex aequationibus vero differentiatis his 

dpJ " K.dlJ co8§/ • \JnJ 2 8in§ / 

dqJ '^y.dlJ coail VdJvJ ^sin^/ 

elicitur, positis post differentiationes N=v et I :=(!), 

( ^k^TpJ \ _ i^ rf^fl -^ 1 _ rdSi-\ co8§(/) 
rf/ / ~ y~dI.dNJ 28ln J (/) LdiV^ 4 sin'* § (/) 

1 



V rfiV / ■"■ V. diV» J 28in§(/) • Vd/J 



d/-^ C08 i (/) 

( '^(■dgJ ^ _ f ^Sl- >^ 1 i^rfiarx 8in§(/) 

d/ / ~"V d/2 J C08i(/) "T"Vd/J2co8»J(/) 

( ^ \Jqj \ _ / - «ya- S 1 /"^"^ 1 

V dN / ^y-dl.dNJ eouiil) VrfiV-/ 2«inJ 



28inf(/) 
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itaifae 



dP' J ~\. dlP' J 4 sin^ i (/ ) "» V. dlM sin f (/) cos^c/) 
dP.doJ ~ V^/.rfiVV28inA 



1 rdSl-^i. 1 



^rfi^'^ 



.dP.rfQ-/ ~V^/.rfiV:>^28inAC/jco8^(/J VrfiV^ 48in^J(/) 

V. dQ^ J. — V. rf/» J C08*j(/) ^Vd/^2co8'i(^) 

IfOn posita 

abi Talores constantes elementorum ubique snbstitaendi sont, aeqaatio (17) 
differentiata praebet 

dt.dg' ^^ dg'* ^ dt.dr' — W»* ^/. dt.djr ~ W (lit 
Positis porro 

n — _ («) (/ " «^'^ "\ C08|(/) _ ^(fa-% C08'i(/) , , C^^ \ 

"— Vx=(iji|V.rf(/).dvJ 28ui§(/) y^dvJUai?iin'^^y.dkJ\ 



t- 



\ 



jr — (^) f r "^*^ "^ / - ^^ -^ sinj (/) X 

"" ViZSJi ( V. d (/)» -^' ^diI)J 2 C08 § (/) } 

ubi itidem yalores constantes elementorum ubique substituendi sunt, eiit 

Positis insaper 

B— (g) ir dSl • >! C08»j(/) r^ ^ 8mf(/) > 
"~Vir(^4v dv J28ini(/) LxfA^ 2 I 

17— (°) ( r <^'^^ ^ cob'}(/) . fda- >^ co>j(/) _ j^ r_d^^ j , > : 

'-"Viq^jrlL dv^ ^4Bln*{(/) "^Vd^/)-/ 28in§(/) ^tufv.dfc-'! 

P— («) ir <^^ "^ co»f(/) /" rf^Y-»-»^"'^(^) r ^^ ^ frK^) i/'<*»M 

^■~Arirw^ivd(/).dv^ 28kiJ(/) V.dv-/48in»i(/) Vd(/) . d*^2co8i(/)"4Vlf Jl 
ubi quoque vaiores constantes elementorum ubique substituendi sont, aeqaa- 
tiones ipsi (17) analogae pro -^ et ^ suppeditant 



^dTdb^^''^"^ dT^-^"):^' "^dTdi^-^^^^^Tr' dM?-(«)d^'' 

^'d^m_f„^^'dB ^ dHQ) _f„^„,f„.p. dHQ)_f.f., d^m_f .dB 

. d%ff)_ 8in§(JX ^_^ .. dl(£>_ »inX(J) d^ 
" dt.dA— "2co8«j(/)W^' A.i^ — "acos^J^i)''"-'^^ ' 
d'(ir) _ gin}(/) /^ rf^ «P(ir) _ 8in}(/) , ^dA ^ 
dt.dr~~~ 2co8«i(/)^^^*'tfr ' dt.e^ — " 2co8»i(/)^"^4g' ' 



3 



^.dW__ 8in§(/) 



dt.d/^— 2co8='§(/)'-^ dr" *.dP— " 2co8»f (/) v")''^- 4co8«i(/)^ ■' ' 
dHJJT) _ 8inf(/) „ lHt-gin'KJ) f„^ ^ . <P(Jn _ 8inj(/) d^ 

d<.de—"2co8»KJ)^^4cos*i (//•'' «fc.dJir— "2co8'J(/)'^ -! «tt 

Substitutis hb valoribas nec non valoribas ipsaram a et ij his 

* = **, "f" (**) **«* 

in aequatione (16) et in similibas pro t^ ^^ jt* inyeniantur post exactas 
integratipnes hae 

P = - 2 dn 4 (T; «, fnjt - iin i Cl) «/, Cn)'t» + Cn)/^* 

+ C»)/r ^/^' lcogKO co.[»'-»+fc-(n;(«+,)l]A-(n)/r — ^3^")cos Jf/>ln[»'-v+fe-(nX«+ij)llA 
•/ V_(ii)coi» dt-/ «/ V.(n)co«i or^ 



- ^CS+O + ^ C«)fc + ' ^ • + ^ C«f)««^ + r' g «' 



+ C")/ 1 ^ 

•^ |+D«P-«,«Q + 



« = 28lni(l) + Cn)/B«ft 

- ("j/ Qn)c^^'.-d3 '""^ ^'^ •^t*'-'+*-<"^<^*+')*3*-<"i/C/S>S75t3'^' i f'^ cot[«'-H-fc-C«)C«+.z)«]«'« 



B(S+0+ gC") »»+ ••^» + ^ C»') «^ +'' ^» 

+ C")/ 1 dB ' } * 

[- «,«P+ F«P + G«Q + ^ «« 



«=fc+n,C»)« + j,„C")'t«-5^^C«)/^* 



+f-/(cio^J"^^'"'f*'-^»^^"^^«+'^'J*-^"^^ 



;f'ii=fe4m-.c.o 



J-^C*f 0+^C»)&+r^tp+gc«')»^ + f gv) 

^ l+D8P + E8Q+^8K I 



+ ( </ J4co.*4C') 4co.*iC/) "*) 



« 

ubi cc^ et a^ ita detemunandae siint ut in P, et ij^ atque i;^^ ita ut in K 
termini resp. tempori ipsi et temporis quadrato proportionaies evanescant 
Formula praecedens yalorem ipsius JK exhibens monstrat, maximam valoris 
huius quantitatis partem faciilima opera ex valore ipsius P deriTari posse. 
Functiones quoque ad p^ et q^ computandas requisitae, in art. 30. 
Sect. II. definitae ei ft atque fpt nominatae adiumento quantitatum, quae 
in aequationibus praecedentibus continentur, eyolyi possunt. Comparatis 
enim aequationibus (57) Sect. II. cum (49) Sect II., facili computandi 
ratione invenitur 

ande evidens est, ipaximam ipsarum Jt ei (pt partem ex computationfe ipsa- 
nim P et ^ iam notam esse. 
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SECTIO IV. 



EXPOSITIO CALCVLI, QVO APPROXIMATIO PRIMA AD VAL0RE6 
VEROS PERTVRBATIONVM LVNAE OBTINENDOS 

INSTITVENDA ABSOLVITVR. 



I. 

JLXaciisque formulas omnes ita comparavimus , ut non modo ad motum 
Lunae, sed etiam ad motum planetarum investigandum adhiberi possint. 
Factis enim y = a = i2 = o, formulae prodeunt eaedem, quas ad piane- 
tarum perturbationes computandas alioquin dedi. Evoiutio quidem gene- 
ralis in Sectione praecedenti instituta ab evoiutione generali in Theoria 
mea lovis atque Saturni data differt, sed non est dubium, quin haec illi 
in theoria quoque planetarum praeferenda sit, quoniam terminorum per 
I — X multiplicatorum, quorum numerus non est paryus, eiiminatio calculi 
compendium non contemnendum adducit. Quantitates porro auxiliares in 
hac Lunae theoria introductae cum quantitatibus • auxiliaribus , quibus in 
theoria planetarum usus sum, plane couveniunt; quantitates euim in Astr. 
Nachr. No. 244. per P, Q ^^ ^>, — SP denotatae, postquam arcus ibidem 
designatus, ut praescripsi, subtractus est, et quantitates hoc loco P, Q 
et JK denotatae, factis y^a^rj^zo^ eaedem sunt; porro quantitates 
ibidem p ei q nominatae sub iisdem conditionibus cum quantitatibus hoc 
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loco p et q denotatis identicae sont, denique quantitates in Astr. Nachr. 
No. 295- l atque t denotatae cnm quantitatibns hoc loco p^^ atque q^^ de- 
nototis congraunt. 

Sicut in praecedentibus formuias tali modo exhibuimus, ut, factb 
y=:a = ri~Oj ad motum planetarum inyestigandum statim adhiberi pos- 
sint, ita in subsequentibus evolutiones speciales instituendas perficere nobis 
liceret, quia quantitatis Si eyolutio, qua potissimum opus erit, in Lunae 
theoria eodem modo atque in planetarum theoria peragi posset; sed quum 
distantia Lunae a Terra quadringenties fere distantia Solis a Terra minor 
sit, maximam utilitatem commodumque haud spcmendum nobis parabimus, 
si in theoria Lunae quantitatem perturbatricem Si in seriem infinitam se- 

cundum potestates ascendentes ipsius — progredientem evolvimus. Qua ra- 

tione inductus eyoiutionem ipsius Si hoc modo instituam, et haec huius 
Lunae theoriae sola conditio est, quae ad planetarum theoriam applicari! 
nequit. 



2, 

Revertamur ad ipsarum {n)z et w expressiones quae in Sectionis III. 
artt. 7. et 9. sub (11) et (13) inventae sunt. Si in his expressionibus 
termini secundi atque tertii ordinis omittuntur, habetur 



d. <'>" 



(n), = g + (n)Jwii- ^ w/g; * 

ubi secnndam art. 7. Sect. IIL 

secundum art. 10. Sect. 111. 

C = term.const.in{— 4.-^!4Il 
et secnndum art. 17. Sect. II. 
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et ubi constantes omnes integralibus addendae iam appositae simt. Ter- 
mini per ^^ multipiicati prc^rie quidem ad quantitales secundi ordinis re^ 
ferendi sunt, sed quum nihii obstet, quo minus eorum ratio statim habea- 
tur, eos in hac approximatione prima omittere nolui. 

Formnlae praecedentes monstrant, ad perturbationes primi ordinis ob* 

o o 

tinendas ipsam (T)^ et quum (T) sit functio ipsius iS, ante omnia hanc 
quantitatem in seriem infinitam evolvendam esse. Quem in finem animad- 
verto ex praecedentibus haberi 

Ir =1 l? -^-tv 

Ir' = /?+«/ 
quae in approximatione piima abeant in has 

r =(r) 

<= (f')-\-(n)i/'* + ^ 
r = (r') 

•>•»> (f) «t (r) ope anomaiiae mediae g" = fnjl -f- (^) «* elementomm 
(a) atque (e), (f) vero et (r') ope anomaliae mediae ^ = (n') t -f- (c') 
et elementonim (a') atqne (e') computandae sunt Qnibus praemissis, ^, 
sicut in Sect. II. art. 25. data est, posita breritatis caussa 

H= cos' i (I) cos [(f) — (f) + (n)(y—y'-2ii)t + 2*] 

+ "«* i (I) cos [(f) + (f) + (n)(y{-y'-\-2a)t + 2»'] 

ubi (I)^ i) V rcsp. loco /, JK, iV substitutae sunt, in approximatione 
prima abit in 

^ = r»-/+f»'/— ^rrjf/jH 

unde nanciscimur 

Q ___^ tn t 1 (r) „\ 

— M^m |[(r)»-H(rr-2(r)(/)fi]4 ~(^^i 

Si expressio haec in seriem infinitam secundum potestatei ascendentes ipsiua 

^ progredientem eyoluta fuerit, obtinemus 



ua 

Pertorbationes Lanae e termino secundo et tertio huius expressionis 
omnes pendent, terminus enim primus in quotientibus differentialibus ipsius 
Si requisitis eyaitescit, et terminus quartus et multo magis termini reli- 
qui ne mininiain quidem vim habent, id quod calculo numerico com- 
probayi. 



3. 

Breyitatis caussa exinde ioco signorum (a)^ (n)^ (e)^ (I)^ (^)^ 

(n')^ (e')^ etc. simpliciter signa a, n, e, 7, a\ n', e\ etc. adhibebo, 

semel animadvertens eiementa illa subintelligenda esse. Quibus positis, 
expressio ipsius H in art. praec. data suppeditat 

tP= co8*iIcos'[f-f'^(n)(y-y'-2ri)t^2k] 

+2cos'inm'iIcoa[f-f-\-(n)(y-y'-2ri)tJi.2h]cos{f-{f'-\-(n)(y-{^'-\-2a)t^2^ 

ff = cos' f jcos' [f-fHnXy-t/^-^yt+m 

+3cos*iI"n"iIco8V-/'+rn)ry-y-2«?J<+2*]cos[/+/+C«;(y+y'+2«;i+2r| 
+3cos*f/sin*fIcos[/-/'+rnXy-y'-2i?)<+2*]cosV+/'+CnXy+y'+2«)«+2vl 
+8iii*iIco8* [/4./'4.C„Xy+y'+2«X+2v] 

unde, transmatatis potestatibus cosinuum in cosinus lineares, neglectoque 
termino sin' ^ I cohibenti, qui perturbationes sensibiies proferre nequit, 
nanciscimnr 

H*= [^— 8in*iJ+8in*^/] 

+[i— sin^i/+i8in*|J]cos2[/-/' + (nj(y-y-2i?><+2*] 

+[sin'iJ—sin*iJ]cos2[/+('n;ry+«— '?;<+»'+*] 
+[sin*fj— sin*iJ]cos2[/'+fn;ry+« + i^Jf+»r_*] 

+i8in*fJco82(/+/' + ('nXy+y+2«;*+2»'] 
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IV = [i-^sm^I-\.^^sm*iI]cos[f-f^(n)(y-y'-2fi)t+2h] 
^[i-±sm'iI+is\n*iI]cos3[f-f-\-(n)(f,-y'-2ri)t-\-2k] 
^[isin^I-3sin*iI]cos[f+f^(n)(y^l/^2a)t+2v] 
+ [| sin^ i J- f sin* ^ J] cos [3f-f^(n)('iy-y'+2a-^)ti.2v^] 
4- [| sin' i J- 1 sin* I J]cos[/— 3/'+('njry— 3y— 2*-4j?;i^2v+4i] 
-f- 1 sin* i Jcos [3/+/'+ (n)(3y ^y'^ia-2n)t-\-iv^2k] 
+ isin*fJcos[/+3/+('nKy+3y+4a4-2i?j< + 4i'— 2*1 

unde 

[|.-fsin^iJ-f|sin*|J] 

j4-K-fsin^^J-flsin*§J]cos2[/-/'-fnfy-y-2.2J<4-2*] 

;;/4-[4sin^iJ-isin*^J]cos2|/-f»iry + «->?j* + »'4-*] 
•" / -t- [i sin' i J- i sin* ^ J] cos 2 [/' -f n (^^a^t})t^v—J:] 

-f f sin* i Jcos 2 [/+/' -f « ri^ -f y' -f-2«J< -f 2r] 

_j^^_m_/ /[|-»siu'iJ+'^sin*iJ]cos[/-/+nry-y'-2^;«-f-2*] 

^"^"*1 [^-[{-'i^i»'iI+'P^n*iI]cos3W-f + n(y-y'-2ti)t + 2k] 

f[fsin^iJ-fsin*xj]cos[/+/' + nfy + y + 2cjt + 2r] 
'+^ {-1- [y sin^ f J- f sin* f J] cos[3/-/' +^0^-^ +2«-4i2 jf+^v+^*] 
+ [V^sin* i I- V' sin* i J] cos [/- 3/'+ n(y-3y'-2a-l^ri)t - ^v+^*] 
+ «sin*i Jcos[3/+/' + nr3i^ +y' +4a-2i2;t + 41» + 2*] 
-f ^8in*f Jcos [/+ 3/' + n ra^ + 3y + 4a + 21^^ + 4»— 2*] 

Denotantibus i et i' numeros integros, sint 



^2 «i2 



r cos 2/ = 21S 9c ' «os i^ ; ~ sin ^ = 5^1^ ^.^ sin ig ; 






^=21: P"> cos fg' ; ^ cos y = UtS Cr cos !>' ; 
^ sin 2/' = 21^ Gp sin lY ; ^ = -2iS K"'^ cos tV ; 



.3 ^3 



(1) -< ^ cos/ = 2;!:? .^<« cos ig ; -^ sin/ = 2^ 4" sin ig- ; 



r* „ - „_ „,^ . r» 



^ cos 3/ = 2:S Bl" cos ig ; ^ sin 3/ = 2?lS Bi" sin ig- ; 
^cos/' =2:i»CrcosiV; ^sin/'=2^l:CrsiniV; 



« * r^ /»» ^^-^ *>/.'. ^ # fl * 



pj- cos 3/' = .r±S D'pcos rg' ; ^ sin 3/' = -2iS !>?'' sin fg' ; 
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qiiibas conditiones adiuiigo has 

pM = ^.-0 ; G?) = €?<-« ; ^w = yit^ ; etc. 

pw =— ftt-" ; Gi'^ = — G.'-"; ^."> = — ^i-fl ; etc. 
p(0 _ p(-*) . Jiii) — j£(-0 

tnm, adhibitis aeqnationibus generalibus his 

St^ Ei" cos igX^:^ FV cos iV = 2;JS 2^ i?i'> PJ*'' cos {ig -f iV) 
27+:^ £« cos ig X 21:^ F<''' sin «V = 27iS -SlS JS^i" i^'' sin (ig + iV) [ "•..... (2) 
^ £« sin ig' X ^ Fp sin »Y = - 2/1^ .Sj^ £ « Fj'' cos (ig- + iV) 
ubi £ et JP sunt quantitates quaecunque, quibus conditiones insunt, ut sint 

jjtO _ £(-0 . JS;W _ _ £j-0 . F(0 = p(-0 ; F(0 = _ p(-o 

habetur statim 

■^ = -j^2t^2^P"' -K^'» cos (ig'+.V) 

porro, qunm sit 

cos 2 [f-f + n(2,-t/-2ri)t + 2k\ 

= [cos :y cos :y + sin y sin ^ cos 2 [n(y-y'-2i2)f + 2i] 
+ [cos :y sin V" - sin ^ cos ^] sin 2 [«(y-y^-^ij)* + 2*] 

habetur primum 

^ cos2[/-/'+n(y-y-2i?)«+2*] 

= ^ ^l: ^ ^Pi'' &P - ^," G«''| cos (ig + 1^') cos 2 [n(y-y-2ij)« + 2*] 

+ ^2y::S«{9i''Gr-^.''Gi'''jsin(i5'+iV)sin2[n(y-y-2i2)l+2*] 



=x|l2?J:S ^l:^ W''- W''' - pi/^Gr WGi'''l cos [iff+.V+n(2y-2y^^^^ 

+f J-Si: 2iS^pi,"G<'')-9iOGi''>+9W>- pi^^GSf^l cos [-iff-iV+«(2y-2y-4i2)«+4*] 



=ii^^WJ'+ Q^J^WGP-GPl C08 [ig^+iV+n^^y-^y-^ij)*^^*] 



f 

a 
+i^,2^2^ m^ - Pi:' ] f G<''>+ G<'''^ cos [- i^-iV+ n(2y - 2;/- 4ij)* + 4*] 

sed prior honim coefficientiiim, scriptis — J loco i et — j^ loco j', transit 
in hunc 

21 
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qui posteriori, et posterior coefficiens, iisdem mutationibus factis, abit in 
hunc 

qni priori aequalis est. Hinc seqaitor nt sit 
^cos2{f-f+n(tf-y'-2ri)t + 2i] = 

^2J::^^9?'+{>:i{G«')-Gncos[iff+»Y+«(2y-2y-4.j)«+4*] 



et eodem modo termini reliqui ipsius £i in series infinitas eyolyuntur. 

f 3 

Quibus factis, substitutoque valore ipsius rrr^ — • r^ in art 20. Sect. II. 
dato , et posita 

et 

(u) 
inyenitur 



= u 



ai3^=J^[i.|sin*iI+|8in*|J]PWK«*''cos(»5-+»V) 

aSi, =-^[| - 1 sin' i i+ 1 sin* f r||9i,« + 9«! \GV- G^ cos [»gH-»V+ n(2y-2y'-4i?)«+ 4*] 

aia, =-^[| sin» f I- 1 sin* f 1] ^ p« + pi^^KC' cos [ig- + »V+ n(2^2«-2.2)« + 2* + 2*1 

afl^ =-^[f sin'' i Ir I sin* f 1] P^^^l&p + Gf' j cos [»5- + »V+ n(2y'+2«+2ii)« + 2v - 2k] 
1-+-- 



«^5 =-^-isin* Ji^f P^H P?^l|Gr+ 6?ri cos [ig^+iY+n(2y + 2y 



3 



«^=^G)t*-^^^'^^+^''^°'^^^^«'+^^^^^^^^^^^ 



1» 



aiij^-^Q^li-^hi^^^il+^f^^iniS^I^+miO^P^^^^^ 



^■^ 
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aSi, =-^(J)[f sin»f J-^*8to*f J] ^^if+^w^fC^HCn cos [ig+rgf+nM+2a)t+2v] 



!■+■ 
m' 



aSi^^^Q^^lpin^il-^i^^^ 



m 



aa,,='!^(^^[^sm^^^^^ 



m 



ubi iiltimos duos per sin^ ^ I multiplicatos terminos ipsias Si ombi , quia 
perturbationes sensibiles proferre nequeunt, id quod calculo numerico com- 
peri. Summationes et respectu i et respectu ty quarum signa brevitatis 
caussa suppressi , in expressionibus praecedentibus a — oo usque ad + ^ 
per omnes numeros integros, inclusa cifra, ubique sunt extendendae. 

4. 

Quantitatem igitur Si in seriem infinitam secundum cosinus multipli- 
cium anomaliarum mediarum progredientem evoiTimus, cuius seriei coeffi- 
cientes facillima opera accuratissime computari poterunt, si expressiones ge- 
nerales transcendentium Gjf^, G^^^ Q^P^ Q^J\ etc. notae fuerint. lam quum 
expressio cos n/*, ubi n est integer, ad seriem finitam huius formae 
A cos^/, ubi i quoque est integer et A constans, reduci possit, et 

cos f hunc — — + a habeat vaiorem , evidens est expressionem 

r^ cos nf ad seriem finitam huius formae Bf^^ ubi m integer et B con- 
stans, reduci posse. Quum porro expressio sin 7t/* in seriem finitam hu- 
ius formae j4 cos^^sin^ transmutari possit, et sin ^ expressione hac 

* . ^ reddi possit , manifestum est expressionem r* sin nf ad seriem 

finitam huius formae B ' reduci posse. Quos calculos peragamus. 
Aequationes 

r 1 — c* dr e»mf 

a 1-hecosf ' adg ViZ^ 

suppeditant 

= — — h a , sm f =: . -r- 

e er ^ ^ ae dg 

itaque quum sit 

21 * 
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f ^ 1*2 ^2 ^2 |.2 

ijr ^ or ^ ijr ir ^ ar 

nancisciiniir 



ar ^' e^ e^ a e^ a 

jj Sin ^ ^2^2 * ^^ 5i^3^2 • , 



2 

2" 



c*e* d^ 3a^e* rf^ 

porro ex 

^cosy=2^co8"/— ^; ^siny=2-^cos/8m/ 

nanciscimur 

r* •' e'r e*r* e*r* 

porro 

— cos/=- — j- + : 

flr "^ fl'e fl 



fl"e " fl^e 



r» . . \a3^ 
— r sm j = -T-7 — . 

fl* ^ «* , fl'(l— e^) 

— T- C08f= T- H r 

r* «^ er* * er* 



fl* . ^ fl^vTZ? d.r 



_«„./= — g_ ^ 

deiuque 

^cosy=4^cos*/— 3^cos/ ; lf8m3/=4^cos*/sin/-^sin/ 

^co8y=4^cos*/ — 3^co8/ ; ^8in3/=4^cos'/siii/-^8iii/ 
suppeditant 



4-3c» , 



l! 008^=4^-12 ^%+3*=:^r'- 

o* ^ e' oe* o*e* » o 

r» . ,- ,. f2(l-e"r d.r* 8(l-e») d.r» 4-e» d.r», 

o* ^„„ o^_ A «' (l-e')' - o «' d-g')' , q o' (4-5e '-t-e*) o* (4— 3e») 
^,C0s 4;_4 p^:,^ IZ ^, + 6 ^jp ^jp 

o* . _ . ^^ (4o'(l-e')' d.r-* 2a*(l-e») rf.r"* . o'(4-e») d.r-» v 

^sm3/=-)^TZ? t-5;i ^^^ ? ^ + -3^ • -dT"! 
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quibus formulis transcendentes nostrae ad potestates radii yectoris quo- 
tientesque earum differentiales respectu anomaliae mediae reductae sunt. 
lam sit 

ubi 

supponitur, hinc est 

^-^ =-2l^iB^smig 
et formulae modo inventae transeunt in has 

^sin'if=Y-^^2^i\^^R%^^R[!>,\smig ■ 



^sin/^-^l^iSili^sini^ 

^cos/ = 2t^ f-^R%~ 4-^-4 ! ^""«' 
^sin/=5^2J::iilVn.> 

-^ cos 3/= 4 ^-^+St^ I ;i il^" ^r-^^i" -- ^ Jf^" ! cos ig 

^siny=]^x— ^2i:ij^-^V-?^^i^il'0-^il(^^^ 

— cos ^— 2,_. I —^5 — IlLf^ ^5 i{L'6+ -, R-s—^R~*\costg 

^sin y=ri=^2iSiji^BLV^-^JlL^+^«<l^!sini5- 



Comparatis his formulis cum (1), elicitur 
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" o c 

K«=ill?3 

^(0_l=l*il(.)_±j|(.) 



^.''=-»'^'«r 



4e 

l-_filLO^_JL 



cw=i=^ill!?s — -R% 



C!^=i)^R% 



3« 



siexcipisB</'=i^^-12(l^^,,^ 3(4-5eW)j^,,_4_-3e.^^, 



B<')=-.r.-i^^i^ii<o -^B^ + t^^i^r ! 

j(ft_ 4(l-e')» j^^^ 12(l-e»)» j^,^^ _^ 3(iz5f!±fl)ilW il^^ilW 



e' " ' c' —^ c 



quanun Q^ P, A ei B ad indicein i pertinentes ope excentricitatis Lu* 
nae, G^ K^ C et D vero ad indicem t spectantes ope excentricitatis 
Terrae computandae sunt. 

5. 

Quantitates omnes B^ in art. praec. introductae ad quantitates B!i\ B^j 

T^ et -j^ reduci possunt. Quem in finem differentiata aequatio haec 






m 

suppeditat 

— _=«(„-l)(^_J .^_^„(„-l)(^_J _cos/+„(^-J ecos/ 
qaae , eliimnato cos / ope valoris eius in art. praec. dati , abit in hanc 

-^=„(2-„)(;^)"-*(i-e^)+«(2„-3)(;^)"-'-«(«-i)(;y^ 

Signa vero in art. praec. introducta praebent 

"■(0 



dg' 



= - 21:^1^ R^^cosig 



unde aequatio praecedens subministrat aequationem ab ill. Bessel primo 
datam hanc 

- e B!i[^=n (2-n) B!^^ (t-e^) + n{2n-3) R^^,— n (n— 1) R!£L, 

quae in casu peculiari, nbi i=zo^ abit in 

o = (2-n) R]tl, (1— e»)+ (2«-3)lli^3 - (n-l)ie, 

Positis deinceps „=-3, „=-2, „=-1, „=o, „=1, «=2, «=3, 
n=4, aequationes modo erolutae praebent 

— i^ Jl<?3 = — 15 (1— c') R% + 27 R%— nR% 
—eR% = — 8(1— e')il^ + 14ilii?5— 6R% 

— i^ll« = (1— e^)il(!^— il« 

— i*ll« = 211«— 21l<? 
— i^il«=— 3(1— e^)R^l\+ 9RV— 6il<? 
— i'il« =— 8(1— e")il<i' + 20il<l' — l^B^J 

qnae omnes etiam in casu, ubi i=:o, locum habent; in hoc vero casu ac- 
oedit aeqnatio haec 

o = 2R^lil—e^)—3Rill + R!^ 

QoDm statim habeatur 

11« = o ; 8i excipis ll<? = 1 



B»=- 
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aeqaationes hae monstrant omnes R^l^ computari posse, si R^P, il^^, R^ 
et R^^ notas esse supponitur. Resolutis igitur aequationibus praecedenti- 
bns respectu harum qnantitatum, emergunt 

i*(47+16e') p.<) ^ca-e^y-im-Ue^ „(1^ 47i^^idPe^-^i*ii-e'y „,^ 154-»-l61g' f^ 
120(1-«'')» '"*■ 120(l-e»)* -»"*■ 30(l-e»)* '"*" tJO(l-e*)» "* 

B^- 7.-* „„, 3.-'(l-e')'-28 ,,, 7.-» j^,^ 35-9(l-e') ,» 

-*~ 24(1-«*)» «^ 24(l-e')» '^ 6(l-e«)» '^ 12(l-e")« "* 

-«~ 6 (i-e^) ' 3(l-e»)" -» ^ 3 (1-e*)* » ^ 3 (l-e") "^ 

ncft— _JL_R(o_ j(Ln(o 

«-3- i_e""-« l_e»-"' 
R<§=:.2(^Rf+^B'y 

BCf= -^Jl<r-^il^.'> 

ubi casQS i = o excipitar, pro quo aeqQationes praecedentes resolutae 
praebent 

DC) __ 8.4-40e'-H-15e* f,) 
■"-'~ 8(l-e*)» -* 

RCl — 8-i-24e'-4-3e« „(,) 
•"-«— 8(l-e»)* •"-« 

9-1-^«* 
|j(o) — •£-^oe „(,) 

-«" ^(I-e'')' -» 

||(0) '^^^ »(0) 

— * — 2(l-e*)* — * 
n(o) — ^ »(0) 

•"-3 — j_g2 «-a 

IlL'x> = 1 

ii(j> = 14-^6' 

Ipsis il^i'^ et A^ ex his aequationibus eliminandis inserviunt aequa- 
tiones hae 



1«9 

= — 2 cos/ 



de a 



quae, sabstitato Talore ipsias cos f sapra dato , evadunt 



■< (0' .. 



2(1— e=^) 



de ea e 



_ 2fl^ , 2g^(l— e^) 



de er' ' er 

ande 

rfiyO_ 2 j^», . 2(l-e') j^„, 
de « ^ * e ^ 

qaae, exclaso valore i=zjo, sappeditant 

• — 2 de 
R(0 _ 1 B(.) I e rf/PO et' rijyo 

-♦ ~ (1— e*)« -» "T" 2(1— e») de ^il—e^yde 

quibuscam il^'^ et illl^ eliminatis, emergunt 

»(0 _- «•*(47-4-16e') nffl f e(60-t-223e^-t-32e*)-»4«*e(l -e')» rfJ?(') , l^O-t-^iee^-f-eie^-^-SSi^^l-e»)* «(^ 
-7~"l20(l— e»)» »" 120 (1-e*)» de "T" 120(l-e^)' "» 

. 154e->-161e'rffl(» 
'i 120(1— e»)* de 
n») ___Zf!_B(0 «'g(^2-«-23e'') rfflto ■ 24-«-46e'-t-3t»(l-e')» ffl . ^^e-t-Qe» rffl(0 
-*~ 24(l-e»)* * " 24(1— eV de ' 24(l-e^)* -»"T"24(l-e')' de 

RW— «•* nm fe(3-t-2e')rffl(0 , 3-f.2e' (» ■ 5e rffl^. 
-5~ 6(l-e^)"»" 6(l-eO' rfc "f" 3(l-e*)^ -» "«■ 6(l-eT de 

»(«)_ «"e rffl(0 . * B(0| «> «^^-U 

-♦— ^d-eO» da ^ d-e»)* "» « 2 (l-e"») de 

B«)— _j!f_^ J_ 1 »(0 
^"-3— 2(l-e») de T^i:^-"-» 

JlW=-|.il(0 

»(*)_ J_^ 
"' "" 2 de 

22 



ITO 



R<^^=JJ^R^[^J^I 



3e dR^[) 
•^ de 



-"4 — j«2 •" a 



12 ^^f) lOe rfi?(0 



ubi tamen casus %-=. o excipiendus est. His quidem aequationibus omnes 
jR^^^ ad i{^2, R^% et ad quotientes earum differentiales respectu excentrici- 
tatis reductae sunt. 

Substitutis his yaloribus ipsarum R^^ in yaloribus transcendentium 
P?5 P^iS G^c^ ®^C' i» 2irt- praec. datis, nanciscimur denique 

P('> = «<? 

.<••> = y^ j^igL_^iia)j. siexclpis^';'=o 

_., 36- 51e'-4-15 e* „(,, l^-Qe^^-t-ei-^d-e»)» rfJPO . ..«(.) 35 » 
*• — 2? ^» 'P'^ rfT" ' 8iexcipisBf? = -f c* 

Bi'> = fi-e^ j-27^i rfT i7* -««J' 8iexc.pisB<;>=o 

quae onmes ope excentricitatb Lunae computandae sunt , deinde 



G«')-_£:(llf!>il(n__i:!S_ ^ + _l_il(.')_±^. si exciDis GW-o 

*'• ~ 3^^^» t)(l-eO de +3(l-e^)"-» 3e de ' «> ex«pis t» . - » 

Gcn- V 5i •" '^^'^''4--^R'''>l 

&. '— -ri-^l 3^ ^^ +3e*^-»l 

*"'=-2(fe)-^+CT«-^^ siexcipisK(->=^-^, 



r^e^ rfj?(''> . 2e „«,x . 1 dmn 



^'- n-''\6ci=^^~d-e 3e(l-e») ^"«1 

jfn_ r*(2.H-e') », fV-2»'*(l-e^)' rfJZ(n 2e'-H5r'(l-e-)' „, 2 ^^i:,> ■ .j .^.jpj, jpr.>_ , 
■^•— 30e» •"» + 15eUl-e') 'i« 15e'(l-e») ^-'^15e^ de « s»exc>P»8-^« — « 

-y,.,_ (i^a-fl ,,, __ f» (2-4-3e^) rfJ?(l ') .' (2-H3e») ,,,_ j^ d^) > 

•— -r*-*| 15e^ ■"» 3Ue^(l-e') de "•" l5e'(l-e»)-"-» 3e» rfel 

qnae onuies ope excentricitatis Terrae compatandae sont 



m 



Habetur vero 



i,(o__i:f2!_(i-j-ri-nv— ^'— f-T - r^Y-^etci 

»~ 1.2.3...ir t-+-lV2^ ^l.'i.(i-HlXi-H2)^2^ 1.2.3(i-i-1)(ih-2)(i-h3)^2^ — ®"^*J 

ubi tamen i =: o excipienda est. Ad coefficientes A^ inyestigandos > 
habemus 



unde 



Si sit 






c» 



r* v/r^ rf/' 



ubi igitur 21i^^ coefficientes notos aequationis centri designant, erit 

^^l+^-S^iL-^cos/g- 



unde 



dg 






ubi signum superius pro positivis, et signum inferius pro negativis ipsius i 
valoribus locum habet. Eaedeni aequationes suppeditant 



quo evolutio transcendentium nostrarum peracta est. 



6. 

Per analysin artt. praecc. coefficientes evolutae quantitatis Si ad ex- 
pressiones finitas reduximus, quibus coefficientes illi computari possunt, 
quantaecunque sunt excentricitates. Quum vero excentricitates et Terrae et 
Lunae minores sint, evolutiones harum transcendentium in series infinitas 
secundum potestates excentricitatis progredientes in calculo numerico per- 
tnrbationum Lunae adhibere praestat. Quem iu finem transcendentes R^^ 
et R% evolutas primum appono, 

22 ♦ 



m 

^» = — «+"8- *' -" i^ ®* + 9216 *' ^ ***'• 
JIC? =_4 e" + ^ e*- ^ e- + ^e-:;=etc. 

Rf =_^ e' + j| e» _ ie'±:etc. 
iicj)=_^e*4.^e'_^e'=tetc. 

Z}(5) — * I ^***^ f _ A 

^ ~~384 ^ » ^^ "^®*^- 

11(6) ?- c« 4- -?L e» 3= ptc 

^ ~ 160 » 1120 -*-®^^- 

«(7) _ 2^0» r ^ , 
^ ~ 46080 ^ — «^c- 



9 



e qaibus differentiatis emergunt 

de 
dJKp _ < I 3 » 5 ♦ , 7 ._ . 

-^ —i-rx® ~" 192 ® "^ S® "*■***'• 



1 , 1 » J_ » _L _L ' — 



d/gW __ 

de ~ 2 " «^ 3 " 16 " ^ 180 

rfjya) _ 3 2 , 45 4 567 , _^ 

~dr — W ^ + 128 * ~ 5120 ® - ***'• 

«fjy;) _ 125 ♦ , 4375 , __ 

~dr — — 384 ® "^ ^ ® •*■***'• 

rffi(<) _ 27 » I 18 , _ 
"dT ——•80 ® T 140« -^e»<^' 

rfjyn _ 16807 , 
"rfT — ""OTo® -"*'• 

dJtf _ 128 , 
"dT —""315* -***^ 

deinde ex notis aeqoatioius centri coefficientibus compatavi 



etc. 



m 

1 



^-a — ^ "i "8" ^ » 192 ^ "i ^ie ^ » ^ 

B<f> = ^e'+-lc* + |ie' + etc. 

If _a — -g" ® 128 ® "T" Mi ® "f" 

-« ~ 48 ® ""480 "T" 
n(5) _ 1097 , 16621 , , 
-' ~ 384 ® 9216 * "T" ® 

RC7) _ ^"^^3 , 

"-» ~ 9216 ^ 
e qnibus differentiatis emergtmt 

rfe "" (1— c*)« 
— ^ _ 1 -t- y e + 192 « -r 9216 ® + ***^ 

dmx>, _ 39 a 125 , , 2751 . , 
"dT — "F ® ~ 128 ® ■!■ 1024 * + ***"• 
dR(Ji _ 103 , 387 ,, 
"dT — 12 ® ~" 80" * "T" ***'• 
rfflcs _ 5485 » 116347 g , 

"TiT — 384 ** ~ l^ ® ■+" "''• 

«iJ?w _ 3669 ._ 

~dr ■" 160 ^ ■*■ "*^* 

dm, _ 330911 ,_ 
de ~"^I6~* ■*■***'' 

qoi quidem termini in valoribus harum transcendentium appositi ad per- 
turbationes Lunae quam accuratissime obtinendas sufficiunt. Substitutis 
his Taloribus in expressiombus ipsarum ^'c', Q^^y G^i\ etc. in art. praec. 
datis, emergunt 



1T4 



^(0, = 

^'c"^ 



3^ 

2 



2^ 
3 



c ^ — n- € — STTTT e' ztz etc. 



37 
768 



1 



P'c« = ^-i-e'4- 



11 
16 



179 
1440 



e ±: etc. 



t>'c« = 



2 
J_ 

2 
25 



16 



«^ + ^ 



1053 ,_ 



1280 



etc. 



y « + "45 e -f- etc. 



3 1075 , 
48 ® ~" W * — 



^ e* 



16 

2401 , _ 
3840® "^ 

-T^ e =»: etc. 

43 

n(-«") 



261 . , 
160 ® - **•=• 

etc. 



9 



(0 



= o 






24 



256 



l 
2 
1 



f e^ + 



73 

720 



19 



— "2" ® — 16 ®' + 



1087 
1280 



e HH etc. 



9'f 

9*? 
9'? 



c d= etc. 



25 1 _ 1075 . 
48 ® 768 ® ~ 



9 
= -r^ e 



16 

2401 

3840 



160 
e* =P etc. 



261 « , 
e d= etc. 



32 .. 



= -rr- C ^ etC. 

4o 



97« = - 9<; 



(i) 



m 



pio) _ 



p(I) _ 



, 1 3 

1 



192 



c* ± etc. 



1 



Pc« = _^.e^4._l.e*- 



12 



96 



c rfc etc. 



p(3)=_-2_e' + 



c ^ etc. 



128 



1 



P(*'zzz-^e* + 



12 



p(5) _ 



p(«) 



15 

25 s^ 
384 ^ ''* 

160 ^ ~ ***'• 

p(-0 — piO 



e -1- etc. 



^? 



^^i' 



^9) 



^l' 



A^f 



Af 



15 



1_ , 27^ «_ ^ * 
2 "'" 16 ® 384 ® ~ 



1 



3 



= 4" « + 3J c ^ etc. 

= Tfi c -f- riFT- e H= etc. 



16 



256 



— 48 ^ ~ 
_ 95 ♦ . , 



^'c" 



= O 



^;> = 
^« = 

^3' = 



2 "^16 ® ""384 "*^' 



4-^ + 12^ 



etc. 



3 2 , 81 , _ 
16 * + 256 ® "^ "*^* 



^(4) := _ _. e» ^ etc. 
^?=-,^c*:i=etc. 



^'7« = — ^i> 



118 



B(°) — — e^ 

U(l) .- *^^ 2 'rxD 4 _ 

* ~ 16" ® ~" 256 ~®"^" 
B<.»» =— . -^ € 4- -^ c' =H etc. 

B<3) = 4-3e^ + ^e*=Petc. 
BU) = 3 ^ _ 57 ^, ^ ^^^^ 



e 



4 16 



^" = 256 ** ^ ®**'" 

JB<7') = B(? 

B<,°> = o ' 

B'." = ^ c* — ^ e* ±: etc. 
* 16 256 ' 

B'.^) =_ -|- c + ^ e' - etc. 
■ B<3) = -1 - 3c» + g e' =;= etc. 
F« = 4-c--f^e'-etc. 

«•• = ll ^' - f ^* =^ «^^- 
B<? = -— c' :?= etc. 

256 , 

B^r*) = — B^) 

quae omnes ad indicem i pertinent et ope excentricitatis Lnnae computan- 
dae sunt; deinde 



m 



G(>) =i L c' 4- ^ c'* :? etc. 

" 4 '24 

G<« = -^c'*-^e'*±:etc. 

Gf = ^ e" =5= etc. 

G'«) = ^ e'* :? etc. 

_ 228347 , 
*^« — "7680"^ -*'^^' 

G'7*'> = G'r> 



G':> = 

G<i>=-4-e' + :^e"=Pe*<=- 
G'.'> = i~4-e'^+|-e-=^etc. 

G(3) = -^e'-^c"-=etc. 

G'« = ^ e'* - ^ c'* :t= etc. 

G'« = ^ e" :^ etc. 

G'« = ^ e'* :? etc. 

^,,. 228347 ,5_ . 

/}(7) -— . c 3: etc. 

^* 7680 *" ^'"' 

G'7''' = — G';'> 

I 

1 



K(o) — _ 

"■ (1— e'^)i 

K(.) = -1- c' + l^ c'' + etc. 

K'« = -|- e" + 4- e'* + etc. 



23 
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K0' = 



-jg e" + etc. 

1773 ,., ^ 
^e -t-eic. 



= -s?^c' 



K«-''» = JP*') 



C'°> = 
C'J> = 
€<?>■ = 



e' 



(l-«'»)l 

T + 16" ®" + ***'• 

O ^ I / #3 1 

C® = ^c" + etc. 
Cy = 3j ^* 4- etc. 



C'°> 

c';> 



= o 



4-ifi «"+e*c- 



cf? = 
c?> = 

C<J> = 



16 
e' 4- -jj- e'* + etc. 

c" + etc. 



2 
_3 

2 
53 
16 

^ c'* -{- etc. 

C<7*'> = 



C«'> 



D5> = o 



DW 



16 



c'* -4" etc. 



D?> = 
D0> = 



^e' + 4*" + «*«- 
— 3e" h: etc. 



D«) 



2 " 
|-^__lle"— etc. 
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D(s) 


127 „ 
= -Tg c — etc. 


D<«: 


163 „ 
= -g- e — etc. 




D'7«'> = D<f> 


J)(o). 


= 


iy.'>: 


= 16 *' + «*<'• 


D'^: 


=-4-^'+-r^" + «**^- 


Df : 


- T" ~" ^®" ~ ^' 


DM)r 


= -y c' -- llc" -- etc. 


D'»: 


127 ,a 

= jg c - etc. 


D'«' z 


163 „ 
= -g- e — etc. 




D'7*'> = — D<.''> 



quae omnes ad indicem t pertinent et ope excentricitatb Terrae compn- 
tandae sunt. Termini harum serierum hic appositi ad perturbationes Lu- 
nae usque ad millesimam minutae secundae partem computandas satis su- 
perque sufficiunt. 

T 

Secundum praecedentia quantitas perturbatrix Si formam induit hanc 

aH = [i , r\, cos iig + iV + H,) 

ubi X index est ad quantitates decem Si^^ Si^^ etc. in art. 3. introductas 
deinceps referendus, et Hj^ arcus decem^ qui ipsi ig^^^tg' in yaloribus 
ipsarum iQj, H^^ etc. adiuncti sunt, deinceps denotat. Est igitur 

[/, ,-]. = -i^ [|_|sinHl + f siii*! J1P« K"'> 

[i, r],= -iiL^^I-lsin^fl + fsin^illf^^ + g^p^lGfi^-G'.'')! 
etc. 23 ♦ 
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fl, = o 

etc. 

Qamn in expressionet finita ipsius £i arcui v^ semper qaantitas nyt ad- 
iancta sit, erit 

« (^) = -^' t'' '^' "" ('^ + *v + ^') 

ubi valores decem ipsius f^ sttnt 

/x = o, /, = 2, /3 = 2, /4 = 0, /5=2 

J6^^ ^9 J7^^ ^^ */8^^*5 •/9—^5 */ 10 ^=^ * 

praeterea qaam prior ipsias iJ2 pars per r^ et posterior per r^ maltipli- 
cata sit, habemas 

ar(^ = Kii, r].cos(ig+rg'+HJ 

ubi valores decem ipsius h^ sunt 

Aj = ftj = A3 = A^ = A5 = 2 

^5 = A7 = Aq = /I5J = Aio= 3 



8. 
Reyertamur ad expressionem ipsius T hanc 

^= ^i'f-w-^)->+.-(&i-cf-*)-.i&3!''df) 

+VT^ 2 - su. (/-ip) or (^-^J - ^;;= . -^ 

ubi, designantibus f anomaliam veram Lunae adiumento f, et 9 eandem 

adiumento r computandam, /-{-wyf 4"^ l^co v et 9)-|"^y'"t"^ ^^^^ ^ 
substitui. Positis 

-^ { 2 1- cos <p . -^ sin/- 2 I sin g) . -^ cos/j= 2^ 2;i::X «' * sin (xy+*g-) 
ubi X et i numeii integri sunt, habetur 
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Si in hac expressione valores ipsarum a C^) et «^T-^-J ex art. praec. 

petendi, et valor ipsius — ^ — , mutata ^ in r, ex art. 4. sumendus sub- 
stituti fuerint, emerget adiumento aequationum (2) 

Acl X*i* et X*^* explicandas pono 



2-|cos9) = 2t^S^*UosKY 
2 - sin 9) = 2t^ Sfjl^ sin «y 
— cos/ = ^y^iV^o' cos hg 
■^ sinf = Zt^ iVtJ' sin *g 

^% = ^ t^'*' cos hg 
""■^ -= 22::: t^'? sin *^ 



1 — e- 



2 -TT^-?: = 2?±S F^^J cos «y 
o(l— e*) 



hinc nanciscimur 

2?±:: ^i:: ^s^j» [iv'J'4- 1^'*']— s<;'[iv'*>+i7<?]^ cos (xy-i-*^) — 2;±:: F^^Jcosxy— i 

|2 -^cos^p.-sin/— 2^sin9).-cos/l = 2;J::2;j::: IS(«>iV« — 5f;)iV<*)^ sin(xy+*fi-) 

Si expressiones hae cum praecedentibus expressionibus ipsarum X^i'^ et 
X'';^ comparatae erunt, emergit 
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si excipis 

et si denuo excipis 

Ad transcendentes has eYolvendas habemus 

2 — cos cp = ~- 

a ^ a de 

2 -^ sin cp = j — 

a ^ ea ay 

unde statim nanciscimur 

' • ~ de 

5(x)__v:e?xii(j) 

e 
deinde secundum art. 5. 

F"" = j—r-a^', 8« excipis FW= j-^ 
Ad ceteras trauscendentes obtinendas animadverto esse 

-^cos/=-^— — — = — 2?JSil*,cosfe^ — — 2±:?Il<« 
r*' T^ e re e ° e^ 

et eodem modo, uti in initio art. 5*9 diflferentiatam quantitatem j^ suppe- 
ditare 



d^lr 



unde 



= 2^(l-e=')-3j-f-^=2?l:^2(lV)il^-3Il!fi4-Ri*^}cos*^ 



cui integrali constans non est addenda. Denique 

^ — ^_ L_ — J_>;+« B(*) cos *fi- — ^ 

1— e* aeyi^o dg eyTZn^ ® 
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itaque ope formularum art 5. expeclitur 



1— e»«/M . k^ «.^. '. • . ^rr.. e 



iV(J) = l_l.ii(*) 4. JL^Rii) ; si excipis iV^? = - j:^^— 

t^^i^ =— ^ il^a*^; si excipis t/c;> = — -j^ 
t/(*) = t^dl^ 

quibus formulis transcendentes nostrae ad coefficientes evolutionis ipsarum 
r^ et r^ et earum quotientes differentiaies respectu excentricitatis reductae 
snnt Substitutis his formuiis, quantitates X''^^ et X**;^ per easdem tran- 
scendentes expressae erunt. His vero quantitatibus forma concinnior attri* 
bui potest. Quum sit 

a j, dlr ^ a siii/ 1 d,/r 

— — cos f = -^ et — = = 7— 

r ^ de T V^i-«» e dg 

pono 

eN^^^ 
itV>^i-t« 

ubi casus kzzz o excipiendus est. Hinc habetur 

i\r(k) _ <^^^*^ 



si excipis 



iV<?> = 



e 



Porro formnlae praecedentes suppeditant 

iV c -4- cy c V 1-e* i|(*) 



yT^ e 

iv^t>+ i^(i> = — ^ ^!_ iif« 4- ^!^ ^^ 

' • irvi-e» * k de 

itaque posita 



Ar(*>-u f/^*^ 



habetur 
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si excipis casum quo h = o. Hinc colligitur esse 

fFW 






e 
e 



si excipis 

et 81 denuo excipis 

quibns in formulis nobb est 

ubi casos fc = o omnino excipitur , porro 

sive, id quod ad eius evolutionem in seriem commodissimum est 

si excipis 

J 1-h-V 1-e» 

quibus integralibus constans addenda non est« 

Transformationem quidem ipsius T in theoria nostra lovis atque Sa* 
tumi explicatam in theoria quoque Lunae in usum vocare nobis licuisset, 
sed quum illa ad formam hanc 

coefficientium ipsius T perduceret, coefKcientes igitur ipsius [i, t\j^ fun- 
ctiones indicum %^ }i^ x ^i i forent: calculus supra adhibitus, qui coeffi- 
cientes hos functiones indicum x, }i et or absque i suppeditat, hoc loco 
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pTaeferencJus erat. In theoria vero planetamin,. nbi ratio illa simplex inter 
r^\ et T r^)) scUicet — hxifx^ locum non habet, et uhi \jtt\ ^ 

r' C-ryjj quoties reciprocae duorum planetarum pertUrbationes compuian- 

dae sunt, ex i2 et r f-^j facillima opera obtinentur, transformatio illa 
praeferenda est. 

9. 

Theorema illud in art. 8. theoriae nostrae lovis atque Saturni demon- 
stratum, secundum quod termini aut ipsius T aut ipsiusy*Tdf, etc. , in 
quibus sine respectu signi algebraici tc maior est quam 1, ex terminis fa- 
cillime computantur, in quibus x = l et x = — 1, etiam in Lunae theo- 
ria locum habet, et ad calculi perturbationum tum primi ordinis tum or- 
dinum altiorum compendium maxime confert. Loco huius theorematis, cu- 
ius in theoria planetarum adhibendi demonstratio loco excitato inyenitnr, 
hoc loco theorema generalius demonstrabimus. 
^ Sit r functio huius formae 

r=G-^cos9? + H-^sin<p + l. 

nbi G, H atqueli functiones solius variabilis t sunt, quas in series infini- 
tas secundum sinus et cosinus arcuum ol -f~ ^ 9 ^'i -{- P^ etc. progredientes, 



denotantibus a, ^, a, p', etc. constantes, evolvere licet. Si in hac aequa- 
tione loco -^ cos €p atque ~ sin <p eYolutiones- earum in series in praecedentibus 
datas substituerimus, nanciscimur 

r=L—i€G—iG2::!^ ^^ cos ^ty — ^^Cl^ H 2t^ xB^J) sin xy 

ubi sub signis summationis valor x = o exeludendus est, quia terminum ad 
hunc spectantem separatim adscripsimus. Secundum hjpothesin statutam 
ponere licet 

unde 

24 
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ubi in saimiatione etiam yalor oe = o excludendus est, qiria termini omnes, 
in qoibas % = o est, extra summationis signum appositi sunt, et ubi 

Positis deinceps in hac aequatione et x-|-l, et — x, et — x — 1 loco x, 
elicitur 

„(«+.)_ y dMf^^) ^ W(x-\-i) Jl<?+" 

«(-«> = rJ^ fF«Jl<«) 

' ae " 

„(-«-.) _ r^^^ — w (x4- 1) ii<j+" 

... ■ t 

ubi F et ^ ubique eaedem quantitates sunt, quoniam e x non pendent. 
Eliminatis deinceps V ti W ope primae et tertiae harum quatuor aequa- 
tiopum, nanciscimur 



r = 



FF = 



«(K) (f(-X) 



2xJ«<;) 
qBa« in tecanda et qnarta aeqaatione snbstitntae subministrant 

«(-le-.) _ ^(x) _ „(-K)^ j(x) . ^x) 

ubi X absolute, hoc est sine respectu signi sui algebnud sumenda est, 
et ubi 



V. de J 



(x-H 1) iP'«+') 



f V. rfe J 



Habemus ig^tur hoc 



i8r 

T h e o r e m a. 
Quoties r est functio huiue formae 

r = i 4" ^ — cos qp -^ H — sin 9 

ubi L, G atque H indolis supra designatae sunt: ope aequationufn (i)j 
quarum prior ad terminos ipsiua JT, m qmbus % positivua^ piBsterior vero 
ad terminosj in quibus x negativus^ adhibenda est^ termini^ in quibus x 
sine respectu signi sui algebraici maior est quam 1 , ex us^ in quibus 
3c=l eix= — l^facillima opera computantur^ unde in evolutione ipsiua 
r ceteroquin instituenda non nisi ad terrmnos^ in quibus x = o , %z=z\ 
et %-=. — 1 e8t^ respicere opus est. 

Facile quoque reperitur theorema idem locum habere, qnoties G for- 
mae V sin {at -|- 13) et H formae W cos (at -|- ^) sunt. 

lam facili computandi ratione expressio ipsius T in initio art. praec. 
data pro approximatione prima in hanc transfertur expressionem 

unde manifestum est fTdt eiusdem formae esse ac P, itaque adiumento 
aequationis (3) terminos in quibus x maior est quam ziz 1 computari non 
oportere. 

Infra monstrabitur , quousque theorema hoc in approximationibus sub- 
sequentibus locum habeat. 

10. 

Transcendentium X*i'' et X^i^ evoli^ones in s^ries infliiitas in theo- 
ria Lunae commodissime adhibebuntur, quare per formulas supra traditas 
compntaTi 

24 * ' 



I l 
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^''>=^e'-,^e' + i^e' + etc. 
^^*^ =1^ ®* — 320 ^' + f^' 

^ =1920 ®* ®**^* 

n7(J) «j550o1 f ' 

"645120 ' ~° 
»'" = #«"-S«* + W4»' + «^ 

''»=i'*-i«*+'^ ■ 

,„„ 1097 , 109433 , . , 
'^*=5920' - MOiiiO • + '*'■ 

'""=IS«*-«^- 

'""=iH«'-«*^ 



lunc emersenmt 



X°f = 



1 3«* 



X-=— le-^e'-^e«-eta 
XY =— 3c 4- -|- «' — 64 ** + ***^ 

1 25 

XV=-^e*-^e--elc 

<! 87 

Xi.?= ^e-2e«-.j^e'-etc. 
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Yo,3 "^ a I «JO' j 

Yi,3 — — e* ^ e* JLptr 

-^ ' — 128 ® 512 ^ 

„,. 103 '3 277 , 

XV*= -j^ c — .^e' — etc. 

XV = g c' - etc. 

X-'.5_ 1097e*-^c«4-ete 
• ~ 192 9600 -r«*«- 

XV=-^c' + etc. 
^ • — 57600 * — ®**'' 

^■•''= w «-«*«• 

XV=-^c«+etc. 
^V= S'«'+etc. 

XV = x^i* 
XV = 

XV = 4c-f^.' + ^c- + etc. 
X-i"= i_e' + .^e*-A.c« + etc. 

X°;' = 2"^^"l6^ '»128^'^ ^' 

XV = T«'+i^** + ^«' + «*«' 

xr= 4 ^-T«' + ii *'+**«• 



4 . . . 
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v-1,3 — — g* li^ e* 4. etc 

^ • — 128 960 ^ 

Xr= -^e^-^Je^ + etc. 



X 



24 48 
71 ♦ , 387 , 



^ • — 960 "«"^- 

^ • — 128 « 192 ® + * 

XV=-i^e' + etc. 

Y-I 5 __ 1000 Q ^^ 

• ~ 2304 

,r , « 899 . 

^'i' = 160 «-**"• 

XV=-^e* + etc. 

355081 ._ 

• 46080 



X-||>-*=: — X^* 



Praeterea computayi 



11' 
ij''* = -^ c — i' -T7- fe' oc 4" **e. 

^(« = ^e- A e» - ^c'-etc. 



rp^ = -g- e— T "9- e^ — ***. 
125 125 , 



8 2 3 

(-a 648 _ ^ ' 
,(5) =:_c-^.«tc. , 



;«- 


- 192 *" 


^- 


1280 


90 ^ 


- etc. 


25 ,3 


— etc. 



101 

^ — 48 ® 192^ — eio. 

fl^'^ = — Jr c^ — ttL e' — etc. 

^(3) — 
J(4) _ 

Hi termini appositi ad perturbationes Lunae usque ad millesimam minu- 
tae secundae partem computandas satis superque sufflcinni, nitimos enim 
terminos ubique fere abscindere licet. Substituto valore numerico excentri- 
citatis Lunae in seriebus praecedentibus , quantitates X*;*A^ — X^i^f^. pro 
diversis ipsius x valoribus facile computantur, et quatupr quidem casus se- 
cundum art 7* aderunt, nam yalor numericus hj^ = 2 cum valoribus nu- 
mericis fg — o et f^—l^ nec non valor numericus Ajp = 3 cum valoribus 
numericis f^—\ et fj^ = 3 una existit. 



11. 

Computatis adiumento aequationis (3) omnibus ipsius T terminis in 
I quibus x = — 1, x = o etx=l, termini aderunt ipsi x=i tespon- 
dentes hi 

2n StZ X-:* [-*, o]. sin (— y) + n ^^ (— l)Il<^' sin (-y) 
+ 2n 2t^ X';* [ *, o ], sin 7 + n -p^ (-f- l)ii'^' sin y 



Quodsi hi termini cifrae aeqnati fuerint, habebitur 

^. - jj(i) r 1- 



c^ 



quae est expressio analytica ipsius y^, qualis in approximatione prima eli- 
citur, qua quidem expressione facile demonstraiur y^ semper esse debere 
quantitatem positivam. Concinniu:» vero computatio haec et sabsequentes 
computationes ita explicantur. 

Computatione terminorum ipsius T, in quibus x = — 1, k = o. ei 
X = 1 est, peracta^ habetur 
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>y 1— e* 

sive 

quam quantitatem ita repraesentabo 

(5)........ T=w2;*i**'''sin(«y+i^+iY4-H,)+n [r;°''-rj.°i']siny+n^^^B^i>8iny 

in qua expressione ipsi x solummodo yalores — 1, 0, et 1 attributos esse 
suppomtur, et 

ubi tamen sub signo summationis casus in quo simul x=l, i-==.o^ izrzo^ 
x—i et casus in quo simui x= — 1, i=^o, $=o^ x=l excludendus est, 
quia terminos ad hos casus pertinentes separatim adscripsi. Integrata^ au- 
tem haec expressio suppeditat 

fTdt = - 2 ^;'' cos[ny+ig+i'g+HJ+nt[ri ^' '-&!i^; Hsiny+nf -^L^li/^siny 

• t-f-t tt-f-Vx V 1-e» 



ubi Vjg coefficientem ipsius nt in H, denotat , et ut supra u loco — scripta 

est. Itaque ad terminos per nt sin y multiplicatos toUendos habemus ae- 
quationem hanc 

go,o,x_^,oi 

(6) ^. = - 2il^x)""^ P-- 

atque tum 
(7) /Tdt = - 2? . ^j^' '* cos («j' + ig + rg'+ H,) 

t-Ht U^Vx 

cuius valoris ipsius ^^ ope non modo termini formae nt sin y sed omnes 
termini in fTdt per I multiplicati sublati erunt. Omnes enim huius for- 
mae sunt 

nt [d^^°'' — »^V] sin xy 

ubi ipsi % positiTi tantum valores attribuendi sunt. Theorema yero in 
art. 9. demonstratum et ad hos terminos applicatum suppeditat, scripta &^°v' 
loco a^^^ 



m 

siye, snbstitiitis yaloribus ipsamm rf*^ et 0'^^ '. ,. 

unde 

Vx-f I V-X-I V X V— X ^ * 

Ergo quum coefficiens ipsius y^ sin x}^ in valor^ i^tegro \]^s\v^ fTdt sit 
ipsi % R^2^ propprtionalis , collifi^itur yalore ipsius^^ sub (6) dato terminos 
omnes m fTdt per tempns ipsum ikuhiplicatos suUatum iri; ifl quod sem- 
, per fieri posse in art. 5«'Sect. II. iam demonstravimus. 

Aequationes igitur (5) et (7) monstrant, deletis termiiii^ p^' dn }^ 

multiplicatis, /Trfi ex T, multiplicata ^i'''f per factorQm t— 7 , inver- 

80 signo algebraico pro^iH;ti.iet.^utato sinu in cosin^m^ obtineri. Si pro- 
ducta haec simdl per' i^^'^ , rf^^^ etc. 8^*^, etc. multiplicahiiir, termini ipsius 
fTdt in quibus x = 2 , x = 3, etc. x = — 2, x = — 3, e^„ fWh statim 
obtinentur et valor integer ipsius y.Te(f^uius ^formae erit 

- .^S?!ii^«»« b'+ 0*-l)«- + 'V+ »x] - .•,2^>l'^ ;co^l2y+ (i -2) ff+«V+HJ-etc. 

- .vr;r«-H>/ °^t-r^('+l)gW+H>]-r ^.^7«:^, cto8_[-.2y+(i+2)g+iV+HJ~etc. 



quae forma generalis est, nec ullam patituift e|^ception€;iii. ^ , 



-•Mi' ^- 111 iCJ). 



'.1 ) --^- ' 



Secundum art. 2. habemus 



12. 

* ■ 



'» : * 



l^w/f 



8IVC 

fF = - 6 + -^, (1-6) I -h<4i4,/,:j* . 

qnaie ante omma Jl^ et ^^ eTolTendae siuit. ATt..-6.' Sect III. snppeditat 

25 



m 

-rf, = 2 -^ coscp + 3c 



I . • 



quae ope fonnulamm artt. 4"- ct 5*9 matata t in f > , facile primum trans- 
formantur in 

""" «•o* "" «^a T «V~~ 






< ■ I I I 



deinde 



J, = — .22?J-^co«iy 



{ . 






T(ieb fli 'pbnitnr 

4 = ^;? ^'^ C08 fy 

< = 27- i« C08 iy 
erit nobis 



■■? ,-•< 



i '\ 



>*±: — 2 



i2A(9 



de 

^" — ^ "« "1 dT 

qaae in series evolutae prodani 

^*> = c 1- c' + etc. 

JP^ = -T- «' — TTT «* + eta 



t I' 



^« = 4- c* — etc 

' 3 

• ■ « 



m 



■^^ = ^ _ ^ e» + etc 



: ..if -i .:!• - ''!,'.:!' n.-fi;-r>; : 



t 



% ~ 



• / 












Substitntis his yaloribits, nanciscimur 
nbi 

**« ( ■■— I • # . 1 



■i)?: 



/.i r» rr,- 






• • 



et Botandum «st, propter Talorem, quem ipsi y^ attribuxnros , esse 
Hinc mutata r in I elicitur " 

nbi 

P'''»' = aM%' + «'-!»<'' '+ etc. + a':!?''''' + etc. ' 

Ex art. 2. vero habetur 






w,=vyi/f*-^;^* 



I 



ex quo sicuti ex eo quod est 



emergit 

• ; j.'!.-'TT.*rr!''' .. 

ubi in ultimo termino snb signo 2 valores speciales indicum, pro qnibws 

tenainos separatim j^wBcipii) excS]^wdi smt. 

- 25 ♦ 



Quibus computationibas peractis, .a|r|>itraiige^& jet.r^ opeii^uationam 
determinandae sunt harum 

quo facto, in (n)z praeter terminum nt qui in ipsa ^ continetur, nullus 
terminus neque tempori proportionaiis , neque per 'siA g multiplicatus 
adest. -^K.ii^ -■..!:■»': -•*'' itu;^^ ('.:-: 

, \*^Substitato valpre . ipsiu9 6 ex .^prioi^ praeoedeatiim ^equaiJQnum ^4^ 
sumto in posteriore, emergit 

quae aequatio quadr^tica valorem ipsius |.^uppeditat, pra quo eft«.s^^qui|* 
tionis huius radix habenda est, cuius valor approximatus est = 



2^e' 1 .,., . f..„. ,_.„. ^ W" 



/I,0,I_/-I,0,I_2y, 



\^1— 



t 1,^. 2.4.3«» 

1— fr°k»'+Jf, 



2^rn: 

. - • 

« 

Praeterea habetur 

qui ipsarum 6 et | valores in coefficientibus ipsarum sin 2g y sin 3^* 9 etc. 
expressionis praecedentis pro (n) z substituendi sunt. 



6 = ^0„_y^ 



i<: : • •« 



/ 1 



18; 

In art. 2. allata est aequatio haec 



• - fV 



= c-f-i-l»/Cf ) * + ^. fp^<» 



'■• "-",'1 7 



• f 



vkk . 

C = tenn. const in {-j^ * Ct J ! 



m 

Valorem ^lf^rq. ipflius W in art, praec. daltani ita quoque exhibere licet 

W = ioV'-' cos (xy4./g'4.,V4.H,) 
wbi 






-i-.;/-!-.- . . - :..;• ■■. .8» excipia . __ 

si denao excipis . < 

iQ^qnibus Talores npmericos quantitatum, quas continent, secundum reguias 
in praecedentibns traditas computatos substitutos esse supponitur. 
Hinc habetur 

• i ' . • " • - . 



dy 
atque hinc 



(Jf) = 2?^.*'.* sin iig+r^+H.) 




dy 
si pomtnr 

^'''•' = — <4-''*''' — 2oi-»''''' — etc + «ii''*''' + 2«1S^'''' + etc. 
porro 

V'^ dt = 22t «'? cos •5' 
et 

Term. const in | — \~^ \ — "*" !•, — f *' 
Sabstitutia his valoribns in aequatione praecedenti pro <o, nancucimur 

«,=|Hi6'-ie^Ki+e')r-y,^^+^^»^o8i5+i2;^g;^o8(ig-+r^^ 

quae aequatio valorem ipsius w perfacile computandum suppeditat. Qoi* 
bus : absolutb , art 11. 'Sect III. suppeditat terminos primi ordinis ipsius 
(j8-(*^)^ qui in pertnrbationum secundi ordinis computatione in usum vo- 
candi sttnt, per fonBulam hane 



IflB 






d% d% 



dt dt . 

cuiHs quantitatis valor numericus ex computationibus praecedentibus iam 
praesto est. Eadem vero aequatio confirmando calculo numerico inserviet, 
si praeterea S calculo directo itolnputatur, id quod fit per formn* 
lam hanc 

^4-t-,e-f-L=2? !'H'*^' cog (ig-fiV+H^) 

Valoribus numericis ipsius jS -f- ^ ^^ ^^ duabus aequatiombus , quae eotf- 
gruere debent, elicitis et comparatis, errores in calculo numerico pertur- 
bationum, si qui forte commissi sint, facile detegi et corrigi possunt. 



14. 

Formuiae perturbationes primi ordinis ipsarum P^ Q et JK exhiben- 
tes secundum art. 12. Sect. III. sunt liae 



dP ^ , . • I r ^^ r^^'^ I T 



\ I 



+ n ^:?-- cosi/coaCw^-i^^-Jfc-fiCa-f J2)f]-n ^— cosi/iiii [«'-i' + fc-n(a+ J2)fl 

n €0« \d% n coB i a t 









'■} 



-^— cof J/8b[«'-y+fc-nCa+^0-« — -Cjr^»» 5 ^«o« [«'-v+fc-n(a+iz)«l 



n coi \a% 



= '"•■*i^C^'^i' 



n C08 \ a% n coi t at 

Pkrs ea ipsarura d!jp' et d^ cuius caussa attractio Lunae est, fonnani Jba- 
bet lianc 

wcosf'* "^ aJS^I^v^^iZ^tia^vl— cofi[f— /'-f.fr(y-ly'4*a— fl^ 



Vf/ _ j^ m wnf gV f BJnf/-H/'-4-^fi(y-*-^^af— 17)^ -H«' «4-1^4- i]j 



MT^ ttfmiiii-' 11011«^ pdiiedici aUraGtioiic 
pMaoti 8»t :lii 



T ! 



. 1 



*,+^,« 



ubi 6,:ft^ ttX t^ qnaatiiates ttwwiieae sint ^ notc» Sois mota deMlmea* 
dae. Quas formalas, positis 



6, c 



= - P cos B 



}i 



n ti^ia^ri) 

€ 



= fi sinB 



^ = ^^sinB^ 
sub hac redigere licet forma 

_^ = -^cosB-^i^-iilftcosB 

nco%tat ^ a-Hjy . ' ' 

Substitutis his yaloribus in expressionibus pMecedentibos ipsarum dP et 
dp, neglectisque excentricitatibus in yaioribus ipsarom dp et dj', id quodj 

licitum est, nanciscimur in -r- terminos hos 

* - n^ C08 ^ /co8 [n(a+j^)f -n^+v -h+B] — -^ cos f J8in[n(«+«^)« - «'+ v - k+B i 

-n^f^.cos^Icos^n^a+i^^f-Jt^+w-ife+B] 
. j^ _m_ -. «a ( C09 -4- g^H- » (» -H y' ^- 2a) < -(. 2»] ^ 
^ajf-t-m "^ «a'|-co8[ff-g'-t-n(y-y'-2ij)«^2*)) 

et in -3r- hos 

at 

- n/J C08 f Jsin[n(a+^)f - «r+ » -ft+B] + ^2J_ cos § Jcos [n(a+i;)f - «f+v-Jt+i?] 



- n't(i cos J Jsin [a («+ 1^) f -«'+♦-* + BJ 

. i _w_ . y ««f *in[^-t.5'T»^»(y-»-y'-4-2a)f.*-2i/]i 
^ a i»f-i-in ""* ' ««'(A-Wa|>— «^-^»(^-y'— 2i?)<-t-2*]} 



< ., 



(8) 



>'i I In 16b teminih poncre Iket ^ ^r^ -p ti ^^k »«^^6^ «biy.iitiiriiifait. 34 
Sect. IL denotat longitudinem nodi ascendentis orbitae Liiilae cimi 'edi^ 
ptica tempori t = o respondentem. 

Substituto hoc vaiore in expressionibus praecedentibus per dt multipli- 
catis, nanciscimur post integrationes peractas in P terminos hos 

^^oosf j8m[n(a+i7)«-e+B}-^co8-|J8Ui[ti(««hi2)i-'04-0:].i^ ;•' • 
+ jZm 2^uil^VI^yiy'^2a) '^ [g+g'+"(y+3^+2«)< + 2»>] 

- MZm 2^uiX-^y-^-2n} '^ [g-g^+^Cy-y^-g^^jt+^t] 
et in p hos 

+ -^ cos f Jcos [n(a+i2)«- ^B] + ^ cos § Jcos [n (c + 1^) « - + BJ 

- Z-m !^a'»(l->-!^ly Via) co«[g+g'+"(y+3^+2«)<+2«>] 

Expressio ipsius £i haec < 

ai2=[,-,r],cos(i^ + iV + H,) 
in art. .7^ definita suppeditat ^^^ 



M ■.:•;•;■ • » 



— «C^)co8iJr=jP,[»,nxCos(Jg- + i'g-' + flx) 

+ <- iO^-iC^ ™ i '! = P- P"^ ™ (*+'*'+^' 

ubi P, et Q, functiones ipsins J sunt, qaae ex diflferentiatis expressioDibas 
ipsarom aHi , aSi, , etc. in art. 3. datis inveniimtur. Differentiationibns 
his institutb, emergit 

*~ i— 38in4/-Hi8iu*i/ ' Vi— ^ 

P,= asiniJ, .. g,= 2siniJ 

_ l-2rin'§/ Q 

^3—' 8inf/ ' *^' 



U !•' 



,■ .; — 



l-2 8in'§/ O — 1 — 2gin*i/ 

»~" 8in§/ ' Vi — - ginj/ ( - 



9»1 






P - VB»n§/-xf5gin»j/H-Vg}n'fi o - «n X r 

■^6— f — V8in*i/-HV8u>*f/ ' ^*"" ^™*-' 

P - Vrin§/--V8in«f/H-Vrin»f/ q .:„ i r 

•^' — I— V8in*A/H.V«iu*i/ ' «^^ ~ ci sm 2 J 

p _ I gin I /— V 8in' § /-«- 15 gjn' j I ^ _ co8*j/ 

« — " Jgin*i/— V8in*i/ ' "»— - gi^i/ 

P — V 8'n f /— V 8in' § /-H V sin' f / ^ _ 1— asin^j/ 

9~" V ««»"§/— V8in*|/ ' ^'"~ 8inf/ 

p — p n — ^■♦•«fa-i^ 

■^io— ^9 ' Vio— gi„j/ 

Substitutig expressionibas praecedentibus in fonnalis pro j7 ^^ "^ in hv- 
ius articuli initio allatis, emergunt post integrationem, si perpendimos esse 

«(y + y' + 2«)« +2t; = H, , niy—y'—2ri)t -f 2fc == H« 

y + y 4- 2« = vg > y— y— 2>2 = v^ 

Talores ipsarum P et ^ hi 

dP = -^cosfZsin [n(a+ 12)«- 0-f-B]-^ cosf Jsin[n(«4-«2)«-©+BJ 

J, -j— 2? /\t'-'']* gin(ig-t-iV+fl,) 

"VT^ »-*-f»-l-V, VST^ST^ « 

«9 = ^cos|Icos[n(«-l-i2)«-04-B]-}-^cos|Icos[n(«-H)<-e-f.BJ 

-5H:;^ 2a'»(l.-uH^,) *^°^^g+g+^'>> 

m asfn/ , , , ^y^ 

- Jtf^m2a-uCl-u-^J ^^«(^-g +^6) 

In hoc ipsius P valore terminus e [o, o]j pendens excludendos * est , cu- 
ius loco habemus 



2 sln i / V^n^ 
Quum raloir numericus ipsius -^ cos l* J sit circiter 1/5 , et ralores 

26 



(9). 



namerici coefKTcieikiuiii 'expressiomim praecedentium per m mnltiplicatorum 
circiter 3": sequitar in valore ipsius K terminos e dp et dq emersuros 
optimo iure negiigi poise; Quibns positis, formulae in huius articuli ini- 
tio aliatae statim snppeditant pro approximatione prima 

. . tf /c = _ dp -!!!iif 

His computatiombus omnibus peractis, approximatio prima ad pertur- 
bationes Lunae obtinendas absoluta est, sed antequam computationes ap- 
proximationis secundae expiicabiinus, necesse est ostendatur quomodo per- 
turbationes longitudiais mediae logarithmique radii yectoris Solis ad for- 

mam hoc loco requisitam redigantur. 

■■"/'.''.■■'#■ 

15. 

Formiiiae praeccdentes omnes supponunt, expressionem Terae Soiis 
longitudinis ad formam hanc 

redactam esse, dum in theoria nostra planetarum. ipsa y non continetur. 
Perturbationibus Solis (sive terrae) ad formam praecedentem redigendis inser- 
yiunt, ut iam explicui, formiU^e art. 15* Sect. II. Suppono igitur datas 

r = g?^ 4" ^' 

u^ ^,,et q\ ex data quantitate'^, et aeqaationibas ipsis (13) art. 13- Sect. II. 
plane similibas pendent, et iMreniendas esse 

V = ,z^' + ^- 

ubi q) ei ^ ex incognita quantitate ^ eodem modo quo illae cx f^^ pen- 
dent. Consideretur nt/t quasi incitementam ipsius ^^^: quod qi^um sit et iii casu 
quem nunc tractamus. incrementum excentricitatis non existat, aequationes 
(22"*") Sect. 11., scriptis V -{- ^y* ^^^^ ^» rf" loco st^ et e' Ibcb Cq atque 
(e) , suppeditant , si tertia altioresque ipsius nff t potestates negliguntiir, 



>.M 






Positis ponro in aequaltioiiibas (36) e£ (27) SedtlL ri loco (n), g' 
loco (g), f' loco r, c' loco (c), a' loeo (a), q> looo^^^ i^» loco (p), 
fl — ^' loco (^), nec non yaloribus praecedentibas ipsaruin i} et | et prae- 
terea 6 = o et (c) =: d, nancisclitiur v ^ .• 

«'f = «-&'- j?j5 «j^(/| 8b^«'rfg/+ ^^j:^, «^/{«'li' .lnV-(i^«^ ? C08 f j«^dg,', 

qaibas aequationibus probiema nostrniti solutum est ^). 

Neglecta primuin y^^ positisque ^/ et ^^' resp, Joco ^' et 9 ^ aequa- 
tio prior post integrationem pcractam praebet 

.Si in hac aequatione ponitur ^' == o, habetur 

pro valore vero f/ =: o necessario esse debet y/ = 0, unde )! -=: fi. Ae- 
quationes vero hae 

^, >rfZ7^ . sfn 1/ 

^^ """ cosi/ — e' 

n^i; —v—e smv = — ^^^^^.^(1— c) 

ex aequationibus ipsis (17) Sect. iL aiialog;is derivatae suppeditant usqae 
ad quantitates tertii Ordinas respectu ip$ius y\ 

quo ipsius 9 valore substituto, aequatio prior (9) etiam suppeditat Xz^fi. 
Hinc sequitur integraliblis, quae in vaiore praecedenti ipsiiis £;' cootiiientiur) 
constantem arbitrariam addendan^ non esse. . Pq^ita : < 



t: '« 



noi — — -^ 

habetur 

ir8m9' = |-Bin9/+— ^.^«'a&' = ^«n9/-5^je'|?j8m'9/+(l-0^/) 
*) Vide altam huiat problematif solutionem in Astr. Kaehr. No. 296. art. 76. ' 

26* 



(10) 



28i 

# 

Substitata hao aeqoatione in (10), neglectaqae tettia ipsias y potestate, 
emergit post int^^rationes peractas 

Si hae aequationes fonnalamm artt. 4. seqq. adminiculo eToIutae, simul 

!/ = yZ+fy,,»* 

r 

substituta, et r in f mutata faerit, habetur 
»V=«'<- '^«y;<-2^2;?il<^osmV- i^y'y «' -^ S^Rf cosi «'< 

«<=«.; -^ 2;? iRfsiniWz;^ '.^^-0^2tim,Xni „'< 

J^^2r,\RV-^-^\co,tnz, 

T^mini ipsanun z^ et to;, qui in motn Lonae vim habent, huias formae 
sunt 

n'a; = «'< 4- c' -f i 2?- c*? sin i („'1 + c') + < 2;? «<? cos i (n'f -f c') 
+ «*2;t^^rs'n»(«'+c')4-''2??^«cosi(n'f-fc') 
+Z8in[g-— g-^+n^y— y— 2i?)t+2*] 

wl— t Srit^^cosiiiit-^-d^Jft 2* i^^Ani(n't^c') 
+ 1' 2?« «',') cos i (n'< -f c) 4- *' 2;^ d^? sin i {nt -f- c') 
+ fFcos (g— g-^+n (y— y— 2i?)<+2*) 

ubi ultimi p«r eoefficientes Z atque W multiplicati termini pertorbationes 
a Luna ipsa productae sunt Substitutis h^ yaloribus in aequationibus prae- 
cedentibus, positisque 

, 1-4-1 l^* , r ,. 

et ut antea 

(«')! + C' = g' 
emergunt hae 



*-t*f:i" -'«■£■ 



2«»/ 



+*«jP<->-J-^.yx)+«'^rj^i«4-^V'e^fi^icos,-^' 

+ Z8in[g— g-'+n(y— y— 2i2)<+2*] 
«/ = «2?? t'p cos .y +«2;r {«'?- y^'^'*" } s'° '«^ 

4-frcos[g-— ff'-|-n(^-y'— 2.j)«+2*] 

In his aeqnationibns qnantitates y' et ^^, omnino arbitrariae sunt, et 
ad libitum determinari ' possunt , rd tamen accommodatissimum est y'^ ita 
determinare, ut terminus in (n')s' per tcosg'', et y'^^ ita ut in (n')a' ter- 
minus per t' cos ^ multiplicatus eTanescat. Ideo habetur 



„(1) 



^' ~" 2n^0) P-*" 



S 

1(0 



iibi non minus qnam in formulis praecedentibus jR^,^ adiumento excentrici- 
tatis terrae computanda est. Quoties y' et y\ ita determinantur, non mo- 
do termini in (n) z- per t cos g et i^ cos ^' multiplicati evanescunt , sed 
etiam propter relationem inter terminos t cos i^ et t sin jg"' aiio loco de- 
monstratam termini omnes iri (n') % per t cos ig*', termini omnes in %}d per 
t sin t^ et terminus in u;' per f sin g*' evanescere debent. Deletis igitur 
his terminis ex expressionibus praecedentibus, omissisque terminis reliquis ' 
qui Tim non habent, emergunt denique 

(n') tI - ^' + <«(;) ivag' 4- <«'? sin l^ + l' ^^'," -f ©'n^ ^ sin g' 

4-Z sin [g— g^^ („) (y_y'— 2.2)« 4- 2*] 
«,' = *e'°'4-<a'J)cosg-'.|-fc'«cos2^'-|-<'|fl'i'— ie'nV^cosg'' 

4-fFcos [^-^'4-(n)(y— y^-^i?)*^-^*] 
qid sumt Talores ipsanun (»')s' et to' in hac Limae tbeoria adhibendi. 



SE C TI O V. 



EXPLICATIO COMPVTATIONVM APPROXIMATIONIS SECVNDAE 

£T SVBSEQVENTIVM. 



1. 



Si i 



in fonnulis art. 7. Sect. IIL teimini tertii ordinis abscinduntur, habemus 



't 



nbi 



atqne 



V-F 






dy 



ir= —6+^,(1— 6)f4.<r+z 



(«) dg 




!(»)'• •' Vi^w dy («) 

'^(n)*^ <«/ ^(«) dP ^(«) rf« 



i;(S+0+i, ^(«)to+i,»-^«'+ T^. ^' Wd.' 



(n) dr 






^ (») dK V^i-(e>« oy ^ ^ 



dl 



expr^skNMS tenoln^s omnet ipsiu (ii)^fi tiun primi 



( I 



m 

secundi ordims continent, et qunm in approxipiatione prima terminos 



(«)^ 



nyf («)* 



f(T)dt — -- —^ — r contemplati simas, in approximatione secunda ter- 
mini reliqui expressionum praecedentium considerandi sunt 



2. 

Ante omnia necesse est quantitates auidliares , quas expressio ipsius Z 
requirit, explicentnr. Sunt autem hae 

. A(Ti d(f) djf) ,d(.f) d(f) d(h d(h 
^'' dg * ^ dr ' d^ ^^ di' ' dP ' dQ ' dX 

Ad -^ et "T-r obtinendas nihil fere negotii requirit^r , nam appro- 

ximatio prima ipsam (T) explicite functionem ipsaram g atque g' sup^ 
peditabat, quare ad hos quotientes differentiales obtinendos differentiatio- 
nes et respectu g et respectu g' immediate institui possunt. Ad ipsam JJ 
explicandam moneo in art. 5« Sect IIL statutam esse 

in qua formula quantitatum, quas continet, valores pure elliptici et adiu- 
mento elementorum (n), (a), (e), etc. computati substituendi sunt. 
Adiumento computationum Sectionis praecedentis facile invenitur 

Positis igitur 

iv 1-en e ae de e ) 



jgo,o — . 



si excipis ) (3) 

2 



habetur 



atque hinc 



(4)- V = n2E'''Mi, 0, sia [«y4-0'+*)«-+»V+«*] 

quae formttla, si forma eius matata erit, cum illa in theoria mea lovis at- 
que Satumi data plane congruit. Formula (2) perfacile monstrat, U ita 
qnoque exhiberi posse 

unde manifestum est, V functionem eiusdem formae esse ac functionem in 
art. 9. Sect praec. P appellatam, itaque theoremati ibidem demonstrato 
subiectam, quare in evolutione computationeque numerica ipsius U ope for- 
mularum (3) et (4) absolvenda ad valores x=:o, x=l etxzi: — 1 so- 
lummodo respicere nos oportet, unde magnum calculi compendium addu- 
cimus. 

Si vero , peracta ipsius U computatione modo descripta , adiumento 
theorematis huius, hoc est adiumento formularum (4) Sect. praec. termiiUy 
in quibus sine respectu signi eorum algebraici x est maior quam 1, com- 
putantur, calculus numericus confirmari potest: nam restitutis his termi- 
nis mutataque t in I, U cifrae aequalis fieri debet. 

3. 

Quantitates E'^* formalis (3) datae, ia serie» iafinitas evolutae ita 
se habeat: 

2 



£'•" =. o 

E''^ = o 
£-'.«=-e+-^e'-§e'+etc. 

i;-=:-^e'-^e'-etc. 



«^ 2 f > «^ 4. 153 f 






^ — 8 rr 16'^ 512' 'T^ , 

jE?»-* = 2e* g-e* + etc. 

£»»♦ =— ^e* + etc. 

m-t s 625 ♦ , 625 , • ; 

!!('''= — 384* "^ 384 "^ ' ' •--••.'... i<')ii «^^ia J.j 

^••'=-^e* + etc. • ■■' ■•" ^ 



T 



." I 



» ^ .1 



46U8 



iW 



E-x.6 = _-^e*+etc ••v;i ;- 



40 



•1 i 






- ^: «..•!»j:;> 



.i 



4. ■'' ' ^>hy.: ■ •-. .. •'•,(} 



4 •! 



Reliquae quantitates aiixiHares jterfiiGne ex (T) computantar. Statuta 



nbi non minna quam in U et in (T) valores pnre elliptici *coordm^iCalrJiin 
^dittmentoj elementonun i<i)^ {n)^ {e^ ^iq.\ ^poip^iaaiikrpm .8ftl?sthlieni}i 
snnt j f acile inrenitur 



V' /> ^^i^ 






(OJ 



(') 



^ = —46080- «+ ^**^ 

I 

s 

qnamm numems in theoria Lnnae satis sv^eiqne sufficit. (8) 



(5) 



i--i ; 






(7) 



• ^rt 






Quum autem in art 3. Sectiptjaeb jpsami^ ^i,parte8 dteetm Si^j iQ,, 
etc. dUstribuerimus, quas generaliter iJ2^ cli^notavimufiK^ ita ut ^it^ 

i2 = 5'° SIJ 



i .1 



•••••• 



et ex art. 7. Sect. praec. habeamus-''^^ 

ex his aequationibus et ex indol^. ipsarum Si^ eiicitnr 

Si igitur significationem analogam introducimu^ hanc 

(f ) = 27'° (f ), 

aequationes (5) et (7) cum valore ipsius (T) comjiaratae suppeditant 

F=2??fe,(f), 
unde ex (6) emergit 

(8)--.. ri^,= 2:nh,-mT),:'\^u^,i^^ 

Quum Si sit functio homogenea ipsarum r et r' dimensionis — 1, ha- 
betur aequatio haec 

ande 



• . • 



t. - - ■ ■ * i 






if-..>^0=^€^>''Ga.) 



- \ 



<f) =<C-^)^> Cf )+'*-(^) 



::. / 



Quum risto sit . 



tti;' 

aequationes pjcaec^entes monstraaV P^^.i.l ( '-'' \ :> ' \ 



:i' . 



* 1' 1 



quae, substitutis valoribus ipsarum (T) et V per (T), expressis, Mp^e^ 

V' • .' •• ' : o* 1 . . » • • - i r . ■ . • y'*- i : V- • y . .. I " " 

,^^> = -.27-(/i,+ l)(T), ...^.(9) 






y.*. ; 






Formulis aeque simplicibus reliquae qiwititates aiml^ares compul^lvlifl 
Propter aequationes « 



f. 

. *• • • . ■' ■ • "♦*"•. I. 



^ 31 -;^|2 -?- cos (y -X) - 1+ 2— ^j- [cos (v -X)-i] \(^\-l- 
■|-V=2>(V»)<1^)-;^ • 






Consideremus expressionem 
quae, substitutis valoribus ipsarum Cjp) > (j^J **9"® Cdi3 ni®^<> «•*• 



tis nec non valore ipsius 6K hoc 



« . t ■ * 






»-.iy.j >.; • *''■*, \"~^ • V.". «oTirsTi fv . •*'■»». ." ; . ] 



in art 14« Sect. praec. inTento, transit iu haiie • •'' <^-'- it.''>ii<i.'-j •'.U' 

27* 



3» 



' lCa-sr/ - C§)iSU ^''^■&^»9 ■■' '■'■ -■■ " 






qnae, habita ratione aeqaationum ^8} ^art. 14. Sect. praec., transfertor 
in hanc / «r -^ .... 

(vj < . • < -A . . V o o 

Comparata hac expressione cmn expressionibus ipsamm -—^^ , -^-^ at- 

o 

que -i-i modo datis et cum expression^ ipsius (T) , elicitur 

i 

ubi (T), cotg(xy+ig-+t'g^+fl,) est (T), ipsa, in qua post evolution^n^ 
in seriem infinitam sinus in cosinus mutandi sunt 



, • •••■;■ r* : ' 



» I' : •• ^ V ■ ■ «\ ■•. . .' ■ 



> f 



6. 



) ExpresuoQibus artt. praecc. qoantitates anxiliares perfacile computuitv 
tadr^oqliihus .calclilis ^eractis, ante lomnia ipsa 2^ computanda est. H^ 
betur vero secundum praecedentia flprih approximatioBe secunda 



Sf=-^»^f«t' 



(10) — { +MdP+N6g 






+ ^iSf-^^'['^+^+*n. 



ubi ' >v,;' ■• ■ ,,, .' ' " ... -.; ■ " , 

M^^S-^Cf^isCOtgCicy+ig+ty+H,^ 

A^ =— 27-:5^(f), ' I ■ . ■.-,'» 

scripsi, et ubi loco 17, ^^^n^^-T^j «tc. Talores earum in praecedenti- 
bus explicati substituendi sunt^.i: :. i .;.{i . .. . ; ..'^•; :jj . .li/. a: 



o o 

lam explicatioij^^^pni^ceddites "qii^fitataitf E^; ^, V^; «tcmon- 
strant , has fun^tiones eiusdtoi formfte! ' esse - , ac functionem in art 9* 
Sect. IV. Fappellatam; praeterea -7^5 quum sit aequalis ipsi 2 ^^'^ , e^- 

dem formae se aggregat. Hinc sequitur, quantitatem —^ qu&Us supra pro 

approximatione seeakida exliibita est, si terminum eTus^tdtimnm iexcipi^, 
theoremati 1. c. demonstrato esse subiectam. Consideremus nunc terminum 
timum. 

Quum ff^ sit qnantitas primi ordittis^, ad terminos secundi ordinis ob- 

• • » I ■ • 

tinehdbs in factbir^ ipdtis rp==i^ hoc est in quantitate 

• - . . -. ^ ' 

• - ' • • • • 

tdrmini primi tantum otdinis recipiendi sunt. Fprmulae vero pro approxi- 
matione prima suppeditant * . \' • 

ubi terminum JB^^ omisi^' quia secundi ordinis est: qui qtiid^ t^nniniis, 
quum minutissimus sit, in theoria Lunae omnino negligi potest. Substi- 
tutis yaloribus ipsarum (T^ et j4 his 

^ = 2 — cos <p-\-3e 



^''praecedente ipsiiis W expressiohe, nanciscimur 

. fr=2^ *cos <p [G 4- (l—b)t \-j^2^sin<p.H—SS—b 
lU bfeTitatis canssa feci 






m 

Ex liac ipsius Jf expressipi^ n»fic}3cimair diSefenii^ojji^, , ; , 
atque lunc ^ ' 



'» 






j • • . ■ n . . :ii 'Ji: 



+ 2— cos 9 . Ki^ • .ff 

'•■ ■ d.2U-- • ' 

Quantitas igitur ^^ — J -^ [^^4-5 + «]^ qu^ in approsiinatiomB 

secunda adhibenda est, non minus quam ceterae ipsius Z partes, functio 
eiusdem formae est ac functio in art. 9* Sect IV. F appellata, ex quo se- 
quitur^ theorema Ulic demonstratum in approximatioae secunda pro 21 
quoque, et quum sit , .. 

W^ = — 6 + (1-6)1(2 -^cos9 + 3e) + Bf>+Z 

• ■ 

etiam pro W locum habere, dummodo noh nisi manmtis terminus in B 
recipiatur, qui satis superque sufficit^). 

Ex indole ipsius W in fine art. 7. Sect. III. ' usque ad quantitates 
quarti ordinis exhibitae, et ex iis quae in praecedentibus protulimus, gta-'. 
tim elucet, terminos tertii ordinis, qui ex quotientibus differentialibus ipsa* 

■ o. . • ' 

rum V et (T} pendent, eidem theoremati subiecto^ esse; iam quum in 
termino 

pro approximatione tertia ii ipsarum — , W et S^+€ valores substituwdi 

sint, quos approximatio secunda protulerat, quumque modo demonstraTeri- 
mus, hunc ipsius H^ valorem eidem theoremati subiectum esse, et deni- 
que reiiciui ipsius W termilii tertii ordinis secundum praeeedentia eadem 
proprietate gaudeant: sequitur in tertia quoque approximatione quantitatem 



*) Ck>efficien8 maximl tenniiii in JB£^ aequaUa ett 0/059 , reUqui igitor tennini optimo iore 

-. J ! 



l^gligipOMUIlL :. ;, . ,....' U 



W eidem theoremati sabiectam esse. Qaum igitur in approximatione pri- 
ma, secunda et tertia fT hac proprietate gaiidea^;/efoneluc|<;re Uc^ ea^dfetai' \. / 
piroprietat^ai ib appfoxim^tionibus omnibus subs^quj&ntibus locum habere "^). 
I Hac proprietate noiagnai^ calculi compendiiini iucramur, sive evolutio- 
nes analyticae amplius producuntui;^ sive perturbationes secundi altiorum- .y. 
que ordinum per metlibdum' computkhtur, quant nimc explicabo. 



» •« 



i . 



Consideremus septem primos expreiisionis ipsius -tt ^ art. praec. ex«- 

■ ■■■.•> 
hibitae terminos, quonim quisque idiiobus constat factoribtis, quorum al- 

ter ipsam t non continet. Hi . &tctOTes partipii computationibus aypproxi- 

mationis primae dati sunt, partim eo n^odo, quem in praecedqntibus expli- 

cayi^ obtinentur. Omnes Tero factores ^eries sunt, quae secundum sinus 

et cosinus angulorum ^y-^-ig-^-^tgf-^-Hjg et resp. ig -^- i g' -{- Hg ptocedvint, 

quarum serienim coefficientes rapldissime contergunt. Habetur 



]i 



r f 1 * ■ . ■ / 



• i 



(»•' - .'' 



tj- ' 



■'. » 



aut (5+ e) , aut «;, aut dQ = SX'"'-'''' cos (i^+Vg' + H»,) 
ant (n)da, aut dP =: 2?A'»*'''' gin (i,^+»,y +H,,) 

(n') «a' = Z' sin (g- — g' + H^) + (n) < 2? d»' > sin »// 
«/ = Wcos (5-— ^ + flfi) + (»)# 2; *<'•> cos»>' 

ubi i et r numeri integri sunt,. qui fnm ab I et t' Arersi, tum his aequa- 
.les sunt, index x^ tum ab indice x diversus, tum huic aeqoalis est, et in 
qnaque quantitate coejfficientes $2 ' '^ X*"*-'''' a se taTicen: ' diTeni Mint. 
Multiplicatis his quantitatibus emergit 

*"*^^(">**'*"*(^^*^= *-2;tfl:''''.A'"''''''.»in[xy+(i+i,)g-+(/+»;)^+if,+H,,] 

- i ^fli-''.- . A'" '.'.*'. sin[«H-(K)S'+(MV+^x+fl„] 
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iit. ' ... .; , ' ,-^ j i-^.' 'f i. '• .i:.^'. ■*!!;. I. '..!'. . .. ; • 'jiii'» r* 



•««(^t^S+^), «i^ r ^u,, autlLjVtfp^- 



U ,:,:;i 



1 • » • . 1 i ■ 



'..I ' ri." .'■ •■•»u 



I / . * • <4 



+f(n>2?^.''.'.a<'') sin^xy+i^^+O-^+O^^+fl.] 
-i(n)<2?fli.''.'.«"'>8in[xy+ig'+(r-iV+flJ 

»■ • . • , . ■ ■ ■ 

o 

' .•+i?r'2?«i''.-«n[xy+(i-.l)g^+(r+l)^'+fli-fi^] ^ ■ . 

+|(n)«27fll.''.'.e<''''8in[xy+i^+(r+i,V+flJ > - 

+f(n)f 2?fli '.'.£('.') sin [xy+i^+(r-i>'+flxl ' 
. Sommae et differentiae H,-i^ H„ 9i(\af> E^, — !fl«, partim eosdem ip^ios 
Hx Talores decem denuo producnnt, quos in approximatione prima evola- 
fione qaantitatii iS inTeiiimas et in axtt. .3. et 7. Sect. praec. ad«cr%isima% 
partim novas quantitates analogas gignunt E. g. quum sit Hi — o^ erit 
semper pro val6re;^^r=l '' . r. . 

atque pro valore x^ — x 

H, — fl, = JEfx 

Quum sint 

enmt pro valoribus or = 2 , x^ =r'6 

H,-|- H^/= Hy 



■■>... 



11 



tt i ■ t > ■ 



H,-fl,^ = H, > : 

- 4 % t . •■ . . • ." • '^' • ' ^' ^ i:'f:.. >i. 

et sic porro, pro valoiibus vero a: = 2, x^ — 2 habritur 

H,4.fl,/= «(4y-4y-8ii)t+8* 
qui valor in decem ipsius flj valoribiis appnMdina^BiB ■ primavHto in«rt, 



-•:..:i iiVi 



m 

ef sic porro. Quamobiviilf.iloiiciiiiiiuftiMi^iltisnauihiptifatipm^ 
«^[iiificationes hae / .1 i « • • ^ . • i 

n(y-|-a-|-i^JI -|- V — i = ei 

'.iiiiiit.-!'>iy^.bj;')8to ^ .' >r;.l i ■'.■..•■.. H^= t»-\~ib^ ' ■ '"''■ '"'" 

^i *•• '«a^ciiaofi -•'. ■■^' •■••;■ ■• 'H,ii:'3to— fl»'^ ■■ ■.-">'■■';:•. 

1^5= 2o-4-2ai' H,o=: o— 3«' ' •''•"■ 

y^' t^on^ ^^eaei>des^ fkt^rain' i^^^ dJilbitoriiiii nid t^C*?'^ *g •{- >^g' 
+i'o>4-i*"(»') et respective^Ci^-\-i;g'-\-i;(o-\-i;oy His introdtfdis Slpli 
ficationibus, anguii in produ<jtif . snpra. exl^ibitiji ..contenti has^r^iji^iWOt 
formas : ' 

et xy+o_ijg^+xr-i;)^ + (i--i;}«D+OT--r>^.. :j. 

qaae in simpliciore hac ,^ ^ .^ 

«y+^r+^V+^^^+rc»' •• .^^ "" •■ ■ ■■ "■■■ ■ *.. I J 

continentUr. Hinc sequitur terminum generalem omniom homm pro^ct%* 
rum esse 

et resp. 



. -t '^ V-r- 



\ - ' 



fc'8inr«y4-ig-+iV+»''o»+»"'a') + (n) < *" 8>n(xy+ig'+»Y-|-t''o>4-i"to^ 
designantibit Hft , A' ' lei -ft". •'qoefficientes cmistaAtes. -^ ^ V — r; 

Intef ▼alores Jpsju#.rai-f iVy:,.(Iiu.ad terminos pertinent, quornm co- 
efficientes in approximatione prima vim non habent, quatuor adsunt ad termi- 
nos spectantes, quorum coefficientes in approximatione^^se^diida^tiejfti^e^e non 
licet, qui quideite xvalojtef ^^ (Oimptttetiopft' nuin^ijEa -iii[^^ — 4fi^'j 



4o— 2cp', 2o — W, et 5(0 — 5o.. Positis igritur . . 

(iiuioij >-ir.rjii.'3 Tfrjnioi in)- rjjiMsw^ ^.\ ■'^ - -. y -r \.^* .»./1 i*inn»' tti 

H,. = :4«,-4o' = n(%-V-8.j)*+8t ,,, i,„„,>,„|,oiq 



H.. = 4«,->2«,' = «(J„^2j^^2«-^6^)t^2.-h6* 
H,j = 20,— 4o' = « (iJ^4^-2. Jo— 613) f — 2?+6i 

H,4= 5«»— 5«»' = n(5y — 5y*i4^ilQi)>t*+"*^*"i'J" '" '"'"• '"^'" 
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taniiiMrii«f;lHierali«>^todMqiaiiim<-iUommMitetiM<>h .oi!.k{ r>(< io 

etresp. ^^' .r- ■ ! J' ^4 ■! ^ « 

ubi index x quatuor^j^cini , valoi^ accipit. o . ^^\ 

Perturbationei|.^g;itiir'.apprpidiiiatione secunda p^gdacUff fka^em for- 
mae sunt ac perturb^Ltiones aj^proximationis primae, si (^cipis^\itermino8 
praecedentes per (^t^l.^n^ltiplioatos et quatuor valores iXt^i29^fQ et 14 
indicis or. '•.— . :.' ' ' r^.i^^,.,^ __\\ 

\r, .Ex ,app^oximatto^e prim^ .j^fa^tef^j^ .?otftfi.fiW* ^+.^4>f kf^ «* 

i9if'|>i^ifrr^ift;i';«^dosXi^y4^ ''' ''*''^'**' ^ ^»^*^"^**^^'^'*^'* 

ubift'''*=^ — xgi'*'*', pArro ^ ^ ' ^v^. ' ' ^ 

-l^[fF+s+«] = ii;fiiAv.f,,9(^)jitt'K**»3yii-i|?+i:s'iV- Jiirf-...,.v:.^^^ 

o. mi.roi.p .h- '•■ ■)-t;iSgJAJ;p(»;^gin|(iii^^y^'i^f^4^^J^ 

m fonna hac icY+tg + ig+Hg contmeantur, terminus generabs horum 
productorum est '^- " U/--- - V --- V.-i^)^^ -- V)4' -v>4- - „U 

idem atque in appr«4qAalk>|i(B^< pt^^ ux- wi. ^,l\ 



.^r.f/) lilDI 






Mm* j^odd<Aiiirdt^<cOll8faMi<^qttbri^^ halient* «^htliiioill gf«iii^f^s^fMM 

-.r. .i.;i,wii,.- iji-i^^^j^^+^tgy ^liiie -fisJd^^i/Wi): ' •""•••" '^ .'•-'".7 

deDOtamtibus A ti B. coeiScientes , aui in praecedentibus explicati .sunt. ita 
in approximatione secunda perturbatioijes aggregato productoruia i\oimuilo- 
fom constant^ quorpm factores babent termmos generai^s hos 

^nW }ft>><9p^* • ;prafMr««xpU^i«r' In. approiumfttia^iBi prima haec jprodscta in 
H^rif^n. i%WfPlPi if^fi&cienies ',s60utldilm potestatea excentricitalm, incliBmltCH 
n49W/ WWtM^ ipmgradluwjfc^i^ .jnpH evoki, sed /pdtius feictoranii : ceefi^ 
G|Hi^iiimi;if^Qte§ -, apwneriQpSi,. jdeinde '-bdsum valotom adilinienio- - jpsoiudik^ 
^fqiqij^ .5>p$Vti|i)|^af |DB0si ! Jpsaa } o«9iputdid« Hiiic effiect, Piiiv >iine fMfMetti 
f^Pfrr^i.^^lrf^/rPrcHaicl aiifilyti^i t^^^ .pertujbationM «pptbxknH 

J|ji$Wifr «piiimM «jUPflW^i^iJ^^ initio icalculi mihimei ipei pMpdiituln 

Ibnl^in^ niim^^milM 0A((^tiM Ainl^ Eaf^enftijvatione ptftestat-.tih kppraxiiMifidrie 
gftfHil^af.et .ildlipe(%ufpt}but, p9odtietiiy i^uMfum iBdblJaAi^hi .art. pf aee. 'MpOMi^ 
Hpo BKm. prodnota rfli^tta vqfiibua opns. est, adiumento valonim nmnerici^ 
lpi^;jt;oeffipi^otiWA, fa^tormn eoriint comptttare, quo facto' secandaiei qpio^ 
qHq^pproxM4tioinf< ^t slihaequjentiHm perturbationes usque ad fixum .deter* 
il^ua^uipq^ Jiyi4t^ liumerieuita:accii^ obtinentnr. Haec methodof^p^ 
turbationum computaiiid^rmi^tiiAisiibai^.ad iinemi proposituih pienlabitr^irei ia 
^ ilalii 1 1 hodiunio -#9hi '*€9l- ^ '^=<||aab pi aei^isio * ad qifcnifls gradllW^CTIdhfc 
»!»'">«V6lo<5o" einra^ "ut . diblf lir AnalytiU' semper cTaiitla et fallax esV^ 
luia cp,^j(pci(;n|tjeQ nunjerici qiiantitatlii^ , quM^iiM.^fhAG evoltitionis generei; 

titate»--pj rim i- ui diiii s KabjHitvr,^ savpe permagdi tMti "lllide^ 

citur >it terininL>ompiures ,.^£yera ^ad ordinem pertineant eo ordine iafe- 

iorem,c<!CuV pro Qftmplosition^.suai jhagytica adnulne^andi sint. Fieri Igi-. 

\r poti^ ut iermini, jqui prdj^ter conjjpositionem^^suim apalj^icam ^d op-fi 

lem^i^^ligl^difi^, peptinfnt, ideoque in hoq.ciy^iutionisi ^eiiere negligiiar| 

ir, jseveia -iBaiores; sint qliam ut iuip f^f^^g^ possinti ' ' ; j| 

Quofieli i^|ero ^diukndiito V^oru^ nmericorum cdeffiqpntittm facfornmJ 

li ex.|^pp|yiAtij)jg|^U9 a|^f6»m^lio^| prima.ej «sque ad fixu|n limitwinn-l 

^ * " 28 ♦ 



mencam accurati smit, producta coiltiputantm' , absoluta cuiusque termim 
DM«piAiW*5^iiB'ae4P,.est, c^^.^t^i^t.^dhtt^. cQnii4«r^MM»i;^A^^ ter- 

mim^^rv^WL^pi^PJIP^iittm siqperantes recipi,: tarmmjTeilfloh^<lriU|iiit0i>«^iip^ 
omitti poterunt. Usgu^ ad hoc temppis, iai^ perturb^t^OB^s longitudinis meh 




In hoc cdmpntatiohis genere multum interest , ut in serie argumento- 
rum perturbationum ord6 certus sfanp^Iicissimusqde con^erv^turj quare ordi- 
nem * '«ffgmaentorum simplicisBimum • ^( in ^ methodo : hostttt ^ ^e • ^ij^ukti Ififl^ 
reBtenl exponam. Primum Talonss indicift^^ar distriblmttt ttfgMAentlfl^i lil 
ua sectiones qhot x habet yalores, et in- quaqn^ haMni'4ecltii>litttii yfAMfi 
dbreibi indiois / < tot subdiTiaiones efSciant. - Quibus stlitMis ; ' ^in ^^ttacjplie ^tifi^ 
diviaime procedant argumenta secubdum yalores indids «^* {W^tft^!e.-'^i^*Ji^ 
HHBn doqum teneat argumentum, in ^uo t maxintfam'VaIorem<kie^MiVtim'h^Bi^ 
et: likiinuiii leoum argumentum, in quo rmarimnmTaloi^^t^Gf^Vilili htfMiit 
UUmwc res darihs intelUgatur, adinngam seriein af^^etlttlrftmfM cftmliMM 
stotiombus, quamm icoeffiden^es vim habent , ^ •elisctam ^ #t^ hkbeatur tetmV 
mis oomparationis, apponam argumenta aequipoUeiltja seclmdiitfr nolcltioh^ 
¥ii9' iU.' Damoiseah cum numeris qui ordinem ab hoc gfiMMita, adhibiWM 
denotantf* Dds^ant igitur intabellae shbsequentis ultims eolta^cma 4 eloik^ 
gatipne» inediam Lunae a Sole, s anomaUam media» Lhnae, ^ ar^ 
nientum ' lalitiidims Lunae et z anomaliam mediam Soliii. ' "m\iu1 
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2g— «^'-•^H,^' 

3g — 2g^-*-J»i*^ 
4g — ^g^-lel^ilL 

eto;) 
3ff— 3g-*r^|i. 
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2g— 4^^-4^111, J 
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i( *) Aeqaatio ^niiua; **) E/vtcfi^i ^*^.yariatio;. t) Acq^ farallactica. 

* • . ■.-.•• 

*> Ex indole ipsius j0 in.Sect. piraec. e^vhibitar facile -reperitjor, qnamqul 

^ subdivisionietn serrem inflnitam esse, <;uias coeflicieiites''a t^rnJhio^Viuodaiil 
Tmaximo aiitrorsum iet retrorsnni coniveirgunt. QWe quum in' eVpIii^ quan«^ 

titate .ii2 ita sint, in ^erturbjBttionibitt 8psis etiam lo<ium habiere debent, e| 
'. quidem lion mode iii approximation^ prima sed ^etiaitl^ iii ipp^3dita[3tionif 
|bus omnibus suDsequentihus. Hac proprietate ducehte, |(eri noif j^tesl^. ^ 

termini limit^sm pcopositwn snpeFantea omittantur. 



— • ' . 
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1 






Suppoiib igitur , vkloribiis ^nufhdricYs' ^oe.^cienjium! jpsirui^ .'K^ -|-? 
^etc. secundtun re^isis iti praecedej[it|pii8 tradit^lft complitatis , 4.)^rt>dttct<mi 

|8epteiiiT^2l7(«-f 8)J ^{uyiti, M nec noa pro^actonid r^(i^ ^ 



•tque f ^^ . t mt . {mH^^^^ycmtUUimkif i 



« >- 



iuimcricos inunediato aiMjpij 

tari "^). In hac computatione fao^onim 17, -~-^, etc. termini tantom in 

quibus %=o, x = -^l etx=>l recipiunnir, et in duobus ultimis pro- 
ductis termini solummodo adscrilmnt^r ^ in guibus x^x et x — x^ aut = o, 
aut = — 1, aut =1 sunt. J^raeWea in his productis omnibus termini 
distini 

is apponendi sunt qu^m reliqui. lermmi vero qui pai 
lum dmsorem accipient perfacile a cetens distmguuntur,- et m aiver^as 
cIasses''disMbui possunt. 'Pnmam plas^em' cons^tuunt terniini', ih 'qilAI6iOLS 
«t— qeti = o, iiaque ii quorum * argiimenta sunt If^; diyisores autem 
borum iermmorum omnium mmum sunt; secunda classis terminis -con&lat 





aequani 
quae ratio cuxiter numero 13 aequatur; fertia classis termims constat qtiO- 




quo _ 

— 3^4"*^ siihir, 'a* reliquM fenhmis "liUstirigui necessie nbn est. Omnes 
igitur lii termini in forma generali l^g'+ 2^ contirientur, quibns irisiiper 
adnumerandi sunt termini in quilAisH itSri l^x = — 1, tc -{- i = o^ qui 
omnes divisorem parvulum in int^aitiottitiuli^^obtinebunt Sunt igitur ter- 
mini hi ^iV r V^ r ;"< 



.^' 



,lif'»MM'''iio ei-.;ii'' )^iiii".(| - ^f^-T/I^ Tirif» .T:rV /: . •:',r«' !;■'» ">ti. r->'i!iiro 
rriiiiq ')iMih;fiiiy<r(.-|(|r, u: OJ?'^'^, Tj*^ "^ ■^*.-! '' AM!'i'Ii.f =)i.] 

r +>^g' + H, .>i!.!>f,;; l.r.; 

qui in integrationibus subseqnentibns-^yiTisorem parruliim « obtinebunt , quo- 

^ RegnU oUeriara M muUipnmioMt 'uaM tnilihiwntftn k thtoorite lofii ataoe Sfiitnriii 
AifUimt^^Ml mtibjo l&nt %'>)r>li)Ui;Mp rjjitiliOKf or:';lIii 'u :• .:-'■* :irM(.>tI;iT >i<: 



nim quidem terminas ^g' + Hjg diyisorem hanc bis,/Be1i^ Tero semel 
tM|lm obdbebunt. ^oTeniiiiii yriiniWM ^cj/u^»^ P^m^4 r- ^^ WHrt ' 1 ^np^B 

—r + g + i^s ,. " 

y—/g + H, , . * 

• "• lur • \r) ' . •i '. '^^ .1:1*:- 1 : " ':)»* ,1 — " Juc 

f^^,;inter hos.pTa(Bcip,ue: termini^ fl^ maxima <mni avra^.computandi s^ qiiim 
divisorem perparyulum obtinebunt Miniibum omnium diyisorem obtinebit 
t^rmimis Hiq , qui est term^n^s notus . quem, pbseryationes indicaTisse Tidentui^ 
ciiiii;! .verp coefficientem ^eometrae^ qui ei oporam naTayeninti; maensibiiein 
inyienemnt. Hunc pro inagnitudine , apjppsiti sequuntu^ termini^. IL^ H^y £L • 
JL, JL« H.J etc. quorum tamen nonnuUi coefficientes insensibiles I^abent. • 
Quae omnia non modo ad approximationem s^undanu sed etiam ad omnes 
approximationes ((ubsequentes referenda^^sunt.. ,Qupd autem^attin^ ad ^ap^ 
proximationem piimam, restrictioQes npnnullae Jocnm habent. . In hac enim 

*?• ^ •% : ^ ..'.,. li, /'■7 f ...; •'.' iJ' •.«• : •rj:jfjii moiJi^'i JiiuWjv 

approximatione coefficientes terminorum ubi et x = o et |.=: o..hoc est 

'^'^ • .• 1 .- . ^ •'■: •.•...«•/ j: . I ofo:i:i;i. *. :;i/i':') oiti.-i MxTfp 

terminorum formae tg + H^ omnes cifrae fequale^. 8|int| in iipppximatione 
ijditur prima quadrati^ diTisonim. parTulomm hon inTieniuntnr. Porro pro* 

•» T'' "^ ;• * ..r, .^ .T. : ■io r.".^- \- . ; ii;, . i:r>. /•„. '^ i. »::!!.«■«» ! nijTi.Jfj)';;; 

pter , aequationes G^°' = p et J9^jVp: p in art 5. Sject. praec, iaTentaf^ ^ap- 
proximatio prima termims huius formae. 

^■- ' * .. ""^. ■ --■:. •. VT • - «• ' :. ■ . ■'■ • 'h* . ;:: i »!■::•'.•? n; ■«;»«, i;« 

*.; / ', ■ ^f + tg+:iAiiii :, .*.i;s.:i ' 'Ii/m •Dffrinibji 

L". .:;^! ''ir.i''!i: -^^ +''^^.'4: .-»411:1 i; «••j?j» ' i*.c '^if» fe'»JMno 

«y + f^ + ff? ii niffrr 

o^+ig+ H„ 

. * • ■ . 

ommno caret. Perturbationes i^tijf , -qhae iliTisores primae classis obtinerent, 
pro Taloribns x — 2, x = ij 3^:=^ t *ef jp= 10 in approximatione prima 

non adsunt. ^■* "" .^ 

.... ^'% ■.- ...-• 

r :•.;■ .liii^'? ^ .' .. '.. .i;4f iii-tir-^i/ilr^vfirfuort-tidiJ' >i)«iifi«if J;'!;^')]!!! ni iuj» 

Computatis productis omnibus, quibus formula (10) art. 6« coiuftat,. in 
qnorum ultimp is. ipsius. v Talor, quem appronmatio prima prodid^t, 
adhibendus est , ne in ultimo producto quantitates tertii oxdHMU itripibntur. 




ditos coeffici§|rte».;eoiiindenp,.>»rgu^tfliin»u,.;,.ai .jt.:;-.,l) ruulhK ,J «ii;»;|. 

' +2i^iJ<.) 8inV+2'-^Jl«8iny ' * " ^■'. ,■.•;'' ' 

iibi tamen secundum praecedentia ii solummodo recepti sunt termini/ ih^ ^iii- 
Kbx^b/l^ibl et*=_l, et in duobus iiltimiaf tAiiiW* *^fe#^ 'titaUi^ 
idAatkrMiiABL^ mhi. § Tero 'scripsi ut hoc^ superposiM' ttlmi^o -2' inillei^* 
tilt W ^sius y^ pars, quam approximatioseciuida buppeditabit. lihtWsjfiM^ 
€&Ie)9^^1itiiu8 iexpressionis ierminorum valores subsigho liummatlbius lid-^ 
snnt hi 



. i ■ . i ., 



..# • .«,. ,Vi 



(o);i?°'» sm y + {n)XtLY «» (— y) + («)'« ^^^ sin y + (n)"« l^?-'*' yjii')^— y) 
qni simplicius sub fotma' Iiac exbiberi possunt 

(n) AJ'"»' siik y + {nfi flj.»'' sin y ^' ' ' ' ' ' '' 



• V 



qnia X^l*^ in A;*°>> et &1^^ in 6?'''' contentam esse censeii potest Quibus 
teiminb ad terminos per y^ ei ^^^ multiplicatos tolletidos adnibitis, emergii 



I : — - 



* . w . « * •*.■■' 

». * . , > . 

Haec aequatio ipsius y^^ ponit valorem, quatenus ex approximatione 
secunda eniiergit, et illa ipsius y^ praebet valorem, qui ad illum eiusd^ 
quantitaiis in appro^dmatione prima inventum additiisr accuratiorem ipsius y^ 
vklofem ' ^ppeditat. Quocirca dehotato valore ip^ius jf^, '^ui ex approxi- 
matione prima enersit^ pet '^j^^, lic^atior jjpmui^'^^ valinr/ Qnitcf««g]g;M^tD 

y, +^, aequalis. \ ., 

- '■ ' » 

Eodem modo quo in approximatione prima (v.art. 11. Sect. praec?) 
demonstratur , his ipsarum y^ et y^^ valoribus non modo terminos f ormae 
AJ^»'' sin y et nf ^"^^ sin y , sed etiam terminos diAn^s ibrmae Ax'^»' sin'^xy et 
iif ^'*®'^Binxy tolli. ' ■— ' , . 

Quibus statutis, habetur i: 

•■ ' . . ' ^» '■...-••• ^■.\ - •• ^'^\f 

ubi tamen termini excludendf «mt^ in qfu|>tt8 aimul i_p; o^ f ^ o e^ J? = l^ 

29 




ei tehttliii,'-'U ^MMs Mife re^i«fii sigAi eMttnr «i}|fehltid 'k MadMr < «Mt>. 
qiiain 1, adhuc desunt. Integratal hac expressiotie^-iiatidstlfillri' '''<'' 



• « « 



f '» i i>i> 









siimilgae a^i^ci^ ^ll^oreinatis art. Q. ^Sect. praec. compftentur termini iio^ 
qiub|fA,;8iiie ri^PfM^ta signi algebraici x maior est quam l^ id qaed[ fa^T? 
Uofia opf^a e^cituir, quia logarUhmis quantitation >txV'V et^j;''''' fd^jdil[|r^ 
aiqnes pef h^^fu-^rV^ ; instituendas . ceteroquin opus est. Itaque expTQ«§i^ 
praecedens integrum ipsius Z valorem repraesentat 
Quum sit . 

siYe secundum computationes art 12. Sect. praec. 

^merint. substituto yalore praecedenti ipsius Z, 
(11)~.".J +2;/M'.'c68(«y+i^+i'g-+H,)+(n)t2;A||''.'cp8<i.y+i5:+rg'+H,) 



• • . »* 



, jf,r,« •■ /J'>''.« • i8<i''.* 

' ■' ■ /'.'''.«—_ • •'** '•■• »';*'.* — _ *«' ■ i»,r> -^ ■■- M^ -' -'i ' 

:,../* — :,,--Hi'„_».V,» "« — ,>,>H*v,' *« — «^t>^»fc)«, 

tffr/Qbi j^ptiar Tolbres, quog ipsis .^. et jr^^.attribnimits, smt .:";.' r: 

^»'' = o, AJ".' = 0, *J°'' =z o ■''•'■■ ; •:• ,v. 

' : V " • • - « 

Hinc ttiatata r in ( elicimos , 

. W^^h-^.:^\{i—h)tj^^ + 1' A^^\ coaig+2L''*'''co8 iig+ref+JasX 

+ (n)<2?itf ''*'.' cos iig+rg'+H,) +2;A^'*'''8i.n(iff+iV+H.) 
ubi '=,(>(> 

Oi *^*'.'.^ ,=/j'''.'.+/{-'''''r+/i-*'''*'.+eto^tft);''.''''.+/il''''''t?^- ^'^^ 

M'''''* = ^'''•'+A{-'''''' + etc. +fci+''''''+etc ' 



■ •(> 



" . \\ - 

Aequatio (1) praeter producta in praecedebtllms eiq^licat^^reqtiirit ]pr(l^ ' ;^v)f 
dwctai duo luiec 



* * — _ • • • ■. . t 1 



(-)'^[c^>pi^^q??' 



quae eodem modo computanda sunt quo producta reliqua, quomm compu- 
tatio in praecedentibus explicata est. Quum yerl» in' horuih^ ]|^i^oductoniiii ^ ' ' ' ' 
factoribus angulus y non adsit, invenietur ../. ;',/ '' .; r (^) !- 



• • 



ubi c2''''*' non minus quam coefScientes in praecedentilras explicati quanti- 
tas numerica est. 

Horum productorum termini huius forma^ /^-|~^i7, divisores jiarYU- 
iMi, tfi6!'c]fuibtas in att. 9. locliti sumns, m iiilegvaK|3ne substqMnti aeme^l 
obtinebunt, quare in his terminis plures notae deckntlesqiiani in rcliqois 
apponantur necesse est..! • ^ . • ; 

His absolutis, et quum sit 

\ 

omnia praesto sunt, quae ad -perturbationes secundi ordinis ipsius (n)2 
'iMiAtputalidilir' tieqoinintur. Ex ' ioorapuiationibiui rerq ;primi jprdinb 8eo(. 
pracicy^AiSjdiixius^ «tqnatioQes^ ipubus £ et ^ det^Fiiiinahdfe saht| hasincb|^ 
iW itAxtas iiivolTere, quare in eemputatioiie pertHrbationumi^lecjQiid^ on^ 
|ii9 quaiititatum primi.ordinis, e quibiis^ ^fr jst ^ pendent, «atio hatitelHr^n^ 
<sesfte <^t. >Qaae quaTititates, facta 2'^'^:^*' =ie^:'^d .qnod iicitum/esi^^woiii»- 



dum art. 12. Sect. praec. sunt in ipsa -^ . ' .'^ 

fi^h^tfMlis -«igitiur quaAtitatibiis et vin p)M«cc;d«iitibil4 iCiroM* «et:<«llf0idp me- 
momtit' pnmi «rdioiaiii aeqoatione (^l)i il»ncj)Qiniu« i««te - ^p«f act^m inM- 
grationem .^. :/.•:[ fl'ti'<..j/: iiljfiu'»%> 

29* 



Oj- = («H»)( W^+C»)^*^"^ » + i»'»' « +^* 'I - (n) ^-(1+f «') 



1 • 

1-,»- - - - .. 1 ....... j « ! ,. 



* _ \ V 1 — #• 

+(»)^![(l-6-6)l-6&^Hr^!ficosi^(n)i?^rf'^'-'+i''''-^|cos(f^+»V+H,)-(n) 

Hnyt^,M^-;^cf>,pgfrg'+H^^inp^^ , . , .....j 

+(ii)2?iV'''''8in(i^+iV+H,) ):..;» 

ubi in tenninis sub signo 2 termini speciales, quos separatim adscripsimus, 
€K4ltt4eildi nOliJ In praecedentibus iam supposuimus , : .. •- 1 

«=:«, + «,(«)'+ «,„(«)**' + e*c. ^ 

-. . ., ; '> .. n =A + '?«(»)' + '?«,(»)*'* + «*<'• 

i^.qiuiiji .ia.jlMboMihi fKaeped^iiti adsiut tenniiii tebippri .iptji : proportioiwr 

(nj = (n) + jt(n)'< + (i, («)**' + «*«• 1*^* 

nnde («}-^ suppeditat 



•- 4 • 



" I 



(t =1 Af°'°''--« . 

■;!«) /-!■■• '• : ■ . , . ".Vi— «» , ,. , .,i-;i(, 

.(t^ tero et y^,/ ih f pproximatione tertia eodem. modo; detemunabiiiitiir* : Hioc 
-tfl^dtur, ut prini ipsius (n}js termini non sint (n}l+(c} sed/(iij€?(-f (c(||, 
^^nre, nl^-terminoruin 'fi(n)?f et (i^ (n}*l + etc recta habeatur ratio,. Ui ap^ 
froximfttibne tertia. ubique /(n^,>dt + (c) loco. g eifin^)dv + (c}:loco iy 
-•iibfltituMdae . .hut. Simplicitatis caussa retinebo. quidem Mtgaa, ^g ^ f^ 
sed exinde sunt 



:i\\\^.' 



g = /(«»)* + («) 

• :- y =/(«„)* + (c) 



!. ?1 



-£a4em ratione in iprfs JET^ iMqaefgdt loco yt^ fudt Iqco 4±.H>fqii 
iMo f^t substitueftdae^tintnt, 4d qMd iam en' mtic»cinatibBibui: inj Sectione 
seciuida expositia patet. u.ni-.ni}.]^ 



* :>< 



: )J 






;PositiA. ^ennuiia cpnatafftibfis aeqaatiotiis '^praecedenti^ pro, (n^.rgfy^ nec 



ifOQ. , teiapDdiiii: per coBg* muUiplicatia ■ cifrae aaquaiibiis , emergiuit a4 i 
h+h-eii+i deteiimtiandas aequationes hae "' > 






jr») 



I 'I''B''I 2' I 9 -«l*/ 

o = (i_6_6)(|+Q^«+(|+|)«^;)+p.°.'+cr.».'+2i'>°''-2C^,+^,)-^ 

et integrata eadem aequatione, dum ipsarum y^^j y^^^^ etc, a^, a^,, etc., 
%»} %ity ^^' ubique et ipsarum \f'^ \tp etc. si terminum primum excipb, ra- 
tio non habeatioLr, elicitur 

(n> = g+2/^^[(l-6-&)l-6|]iH-f-f^inig+2; .^^^^^ ^iniig+ig^+H^) 

S R^^ 3f»'''* 0» R^^ 

+^b^^ ^.-^-^— 7- c6s(ig+/^'+fl,)— -fe2?J--fcosi^^ 

expressio in qua, praMef terminos quos g*' cohibet, neque tehliinl^ tem- 
(pori aut temporis potestatiblts firoportionales , neque -termini per. sin g" 
multiplicati continentm'. 

Terminos per cos (ig + fg^ + H,') multiplicatos in aequatione praece- 
denti integritatis caussa tantum computavi, qui onmes negligendi sunt^ 
quoniam maxioittfli eorum ad O^^jQOS tantum ascendit 



12, 

Omissis terminis tentii ordinis in expressione (13) Sect. UL^ eniergit 



= C+i.-i(.)/lcf>(n)*IC^-^^-<0ii. 



+* pfe«/f * + * vfe w/iw* 



(12) 



(. t 



Dtto igitor prodacta nora haec 



•^ t 



«*tcf>^>i-»cf) 



i • 



M> ; 



— -J,'(^~-J « tc? ii hftrdtn qyniitHiititito Vilores, 
tfoo^ approidintfio prima soppedHavit , adhibetidi sinit. Qliibti»' |^iroidu<tift 

r 

methodo in praecedentibus satis ^plicata qomputati&i Bupponp pQpi ii|¥ 



vemsse 



• 1 ; 



'*X 



Ex computatione perturbationum secundi ordinis ipsius (n)z habemus 
secundnm aequationem flll 

+ 2;**/'' sin(jcy+ig'+iV + H,) 
ubi 

8i excipis J5^°>^ = [(1 — 6_S)|— ^^^W+f ^O .. 

• - ■ • . . 

ri H dem^ excipiK F^°»' — - — 6 
qaa tomen nltima quaotitaite opus non est. Hinc habetur 

^- -27xFi''''* sin (xy+i^ + iV + H,)-<«>27xft!''''« 8mi*^g+r^+H^) 
unde 



"r/ 



(-^) = 2;P'.''"sin(i^+iV + H,) + (n)f2;9''*.-8in(i^+f^+fl;) 

+ 2;il'' '' ' cos (i^ + iV + H,) 
ubi 

pf.r,» i_ _pj-^,K*_2F»-i^<%._,etc;+F*+^.*V* 
p'.'.' — _ A^-^''.--2Ai-«'''''^etc.+ A!+''''''+ afcl+^/.^+etc. 
B»'*''' :;t ftJ-»'''''+2JtJ-«'*'''+ctc.- *!+•'''•'- 2*^2^'''*' ete. 
Porro habemus 



w7- 



(o)' 



dg 



dt = ^^^j^B^j^^cosi^ 



/ . « 



^00idt^=^ %ifi)t2fikfmigi.2Zt^^^ig 



Congestis his yaloribas, aequatio (12^ suppeditat 

I "1~ • •• ^" Vx K 1 — 6' 

ubi tamen tennini per sin (ig + tg' + H,} multiplicati faon minus quam 
analogi in (n)z vim non habent. 

. J^it iO. Sect ill. suppeditabat ralbrem ipsiua Cj et art. 17% Sect. IL 
▼alorenKipsius ^e, quos hoc looo ita transcribo S 

C = ^. 0... in j- i ^Cv)" + * '^'Cb' + i 0S)'| 
i.= iC6+6)+4(4+4)"-ie(;J+|)-.J(l+e'Kl+ly 

I 

qui harum constantium integri vklares sunt. Ex Sect. praec. habetur 



term. const. in f — J = 1 + ^ e* 
term. const. in T — 3 — 1 + 5^* + ^ ^* 






d~J est aggregatum quadratorum cuiiisque ter- 
miiii ipsins ^-jt* Quum vero ad calculum confirmandum quadrato integro ^ 
ipsiusd^ utemur^ suppono methodo in praecaedentibuB eiqplicata hoc ipat*- 
dratum computatum esse, et nos invenisse 

Cfify=2^'''''cosCig+rg'+H^y '■ ^' 

hinc habetur * , 

c+^i= KMy+uMy-ie(k+h--H^+^lchh* N - 

4MI43' expressio intei^m huius constantis raldrem suppe^tat; ad eam H^foi 
pirt6tiii'ei«til oMinMdam , 'quae ad approximationem secundam proprie ' per*^' 
tinet, subtrahatur is ipsius C+^e yidof) qoem «pproximalio prima sup- 
peditavit. 



13. 



1 .■ .; ■■ i .;■ 

-• ' ; 1 • •• 



Si et termhii tertii ordiius, quos aeqoatio (14^ ■ Sect. III. iinpUcite 
colubet, et termini primi ordinis omittuntur, erit "' •'•,) 

iiM ut supra . nomerus titteris . superscriptus ordinem iudicat. Haec igitur 
ezpressio terminos omnes secundi ordinis ipaius S+t continet» Quantiliar^ 

teai iS^i ^ ji c* y^^iiJ ^ praecedentibus eruimus,. item ^ 






i^=l + |^»+22;jB<«c6stg' 



- =: 1 +5c»+ V'c* + 22?t j-^fl?' - e -^-^j cosiff 



; :(> 



(«/ 

Sit porro 

et coefficiens ipsius cos (ig* + /g"' +• H,) in u) per (&)'»*'•* ct ip d^ 



d-iT ) sit denotatus: tuni, substitutis his yaloribus, habetur 

«+e= ^(H40-ir^(l+5e'+ V^c0+(«)«^(l+|O . 

+ 27J2(t?»)''''''-4-C«^)'''''-f^'''''-ij'>''''jcos(i^ + i/+H,) .,. 



• . ■ ' 



I ■ . .> . 



< i ■ 



8i praeterea termini secundi ordinis ipsius i9+6 adiumento formulae 
(15) Sect. IIL, quae propter «a quae in praecedentibiis ielcpQsuimus nuUUi 
indiget explicatione, computantur? .calcnlus totus. .icokifinniuri> eiosque «rrr 
rores, si qui adsint, detegi et conrigi possunt 



. » f » 






» «, 



• \ '■ . 



14. 



l* 



Periurbationes secnndl brdims ipgarum P/^ ei K^ quas dP, d() et 
6K appeliabo, suppeditant aequationes art. 12. Sect. III. tales 



2 

dP = 



2 8in i/I^CA)#A- «In iJ«„ <»)'«' 

dA, ^^ . dA . dA 



' '.i\ 



w 



3* 

6g = 






tifi 



dt 




et indoles quaittitatnm ji, B, ly, £, F et G ex. eodem articalo co- 

gnoscitur. . • - . / 

In aequationibus. pertorbationes secundi ordinis ipsamm (nj2 et to ex- 
h!bent^]|as nonpullos quid.epn tertii ordinis terminos recipere potuisseraus, sed 
qmim ofnnes huins gt^eris . tenninos in approximatione secunda in calculnm 
YOcare nobis hon liceret , omnes omittere debuimus. In fermulis vero prae- 

i 2 2 2 . ' ^ 

cedentibus pro ipsis 6P| jSQ et-dK terminos fertii, ordinis, quorum statim 
latio haberi potest^. ,rec}jpere, licet, quoniam harum, expressionum iermini, 
qui explicite tertii ordinis sunt, Vim' non habeni. Itaque quum, peractis' 
computationibiis in praecedehtibus explicatis, termini et primi et secundl 
ordinis ipsarum (nyz^ tu et (S+t) comperti sint, ag^egata harum per- 
turbationum statim pro (n)z^ tu et S+e substituere possumus, unde in 
approximatione sepunda terminos quosdam tertii ordinis iam cum terminis 
secundi ordinis iunctos obtinebimus. ^um rero adhuc ips^him P, p et 
K perturbationes primi taptum ordinis comjpertae sinly loco SP^ 6Q et SK 
non nisi hos terminos substituere nobb licet. Quibus positis adiumento 
relationis inter dP atque SK in art. 14. Sect. praec. datae inTenimtar 
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tiationibus , quae in expressionibus ipsahun Jl, B, D et F in- 
^ instituLti^, facijli, opeira inT^nimitur 



■ ■.■-■;... ■.\-^..-..-..,' ■ 

tnm differentiationibus , qaae in expressionibns ipsarom Jly B, D 

dicatae sunt, institntif , facij^. ope|(a inTfniimtur 



Bx= 0, 



l-t-3gin'f/ 



C08»i/ 



'j, §-|9in*f /-KSsii 

^^ " .8in*f /co9"J. 
_ §-§gin'|/ 

~ \8SB*i /OW»*/ '. 
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i/co^*i/ ' 




Positis deniqire 



inyenimtar 



G = i7=P,nx rin Cig-+.V+^,)' 
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'^''l'^^2U^«^i|^ "-•" -• ^ _■ 3-58in^|/ ••' • • •■ 

^s — " gin"!/ ' ^s—- t,]n'il ■'■■■ •' ' 

*^*- l-ll8i]i4/H-fei.Vi/ »' ^<= l-ll8in4/^-'i58in*|/ 

E - i-y«vu^i.53i..*i / ... ^..__; |-V«Vi/^V.«i«*tZ ... . 

^— l-38in*f/-t-38in*^/ ' »»7 — l_38in'i/-h38in* J/ 

• " 8in'§/-'f ein*^/ ' ^T " 8in"i/-y sin**/ 

» _ f-Vgi n*f/-t.108in^'|r p 1, ^-Vgtn'{/4-15»rn*i/ • '' 

» — " 8in"f /-28in*A/,. .,'. ^..^* — " ■Uf*i/-28in*4/ 
„_ §-V8"n'f/-+-108in*"|/ J, _ i-|'8in»i/-5gin*i/ 



'> 



^Wk ■,.'.raii?'f l*28hi*|f • ..' " . '«-^ ' 8in*i/^2giil*i/ 

Sabstitutia valoribus praecedentibus ipsarmnl?- o ""a i j jT > ^*^ > i>*BC nod va- 
4cfib|i» ipsaraii^.Jf atque.fi in; Sf ct praec'. ^atis^ aeguatidnea (13} abeunt 
in nas 

iP= -2 sinf J^, (n)f -sinf /«„ (m)V 






•:^''d'9^-.^i, + i^l^^p/i^jck (/^:f-,V^^^^ 



t < 



_(S+e)Z-^[i,r], sin(iff+«V+H,)-(») «* 2?-^[,-,n, cos(ig-+iV+H,) 






|-«|'^^^^[«^,si.n(iff+r^+H,)t*P|^+2?^(i,n,cos(^^^^^ 
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-'P!*.i^+^'^ vfeP-'!- "« P*+'V+«-)!! « -^ 

Prodacta haeli e6dem modo computanda sunt qud rfeliqua de quibta 
iam disseruimus. Quo facto, aggregatum nanciscimur productorum quae 
in 6P continentur sub forma hac .v^ ' 



»1 



P'.".'cos(i^+iV+H,) + («)*li''''''cos(i5'+iV+fC).. 
aggregatum productorum quae in 6Q continentur sub foiina £ac 

P''*'''sin(ig^+iY+H,) + (ii)^3M',-sin(ig^+iY+Hj^) , 

et aggregatnm productorum in 6K sub forma hac 

K''''''cos(ig^+iY + irj 

designantibus P*»*'»*, jp'''»*, 9*'* '*? 9'''''* atque K'»''»* coefficientes nuiste- 
ricos, Hinc em^rgunt 

«P= T-^^8in(i5-+tV+H,) + (n)«^^ 

+ .. ^v* ^' ^ «cos(tg + iV + IL) 

^ if^ casn^ speciidis, in quo simul t^o, / = o, ^=1 egt, excipitur, cuius 
loco habetar i . 

"' ~ 2Bin4/ ' *" "~ 2Bmi/ . 

■ V9rro _, .... ■ .,^ ^^^ ;■■■ ■ ,^ '• 

quae expressio exceptionem non patitur, quia ^>^' et 9°*^^ In expressione 
ipsius -^ per sin o multiplicatae sunt ; denique 

jA = -^-^,JP+ . ^;'''" 8m(i^+rg^+gJ l 



f > 



m 

nbi* iiii nltiflio teraiino etiaiQ casus t = o, i — o, w = 1 excipieiidas est^ 
«niQs loco habetnr • 

15. 

Qnnni in praecedentibns computationes approximationis secnndae co^ 
pibse expIicaTerimns, de compntationibns approximationis tertiae, (juae eo- 
dem modo qno iilae perficiuntur, pauca tantnm dicenda sunt.' 

''Iii approximatione tertia termini omnes et quantitatis in art. 7. Sect. IH. 
Z appellatae et aequationum (11} et (13} Sect. lil., quae (n}js et w 
snppeditant,'^ itt calcnlum vocandi sunt. Quum ex approximationibus prima 
et' secnnda Talores numerici omnium coefficientium , quibus in approxiitia- 
tione tertia utemur, noti sint, computalionis modus, quem descripsimus, 
ipse monstrat et eos terminos, qui in approximatione tertia Timhabent, 
et eos, qnos negligere licet, ita nt nullus calculatorem attentnm fugere 
possit. 

Termini tertii ordinis in aeqnationibus (11} et (13} Sect. III. atque 
in expressione ipsius Z duplici continentur modo, tum explicito tum im- 
plicito. Explicite enim adsunt in iis . qui tribus , implicite autem in 
iis qui duobus factoribus constant, quorum ultimi graeraliter maximos 

o 

terminos tertii ordinis snppecFitabunt. In terminis quidem -^ (n} Szy 

r-^ur, etc, in quibus in approximatione secunda loco (ji)8zy iv etc. 

harum quantitatum perturbationes primi ordints substitutae erant^ in appro- 
ximatione tertia perturbationes sccundi ordinis earundem quantitatum substi- 

• o 

tuendae sunt, in terminis autem !: ^ (w}^ 6s^ , r ^ ^ (n} Sz.Wy etc termini 

primi ordinis ipsarum (n)Sz^ Wj etc. ad terminos tertii ordinis obtinendos 
sufficiunt; sed quum termini, qui explicite quarti ordinis sunt, yim npn 
habeant, in terminb modo allatis aggregata perturbationum primi et se- 
cundi ordinis ipsamm (n}j2, w^ etc. substitui possunt, unde statim praeci- 
sionem -maiorem adipiscimur. Eadem ratione substituantur in utroque et 
resp. quoque factore terminomm 



aggregata perturliationftm piiini jot secimdirnoiidUtb.or^atnqMidiiiipAiiitor 
bationes tertii ordinis in motu Lunae nulio modo negligcndm iBUBtr)! taami 
pauci admodum esurum teirmini existunt, qui Tii|i , habent , quo fit, ut 
computatio haec brevior evadat quam pro specie, quam prae se fert, iu- 
dicayeris. Quum vero inter termines* tertii ordinis nonnuili haud parvuli 
{idsint, approximi^tio quarta, in qua lii t^rmiitt in iUdem foirmuJJif substi- 
tuantur, instituatur, qua approximationea . fin^tae erunt. ^ltaque perturb^tio^ 
nes inventae, si in formulis nostris denuo sidistitiitae fuisient, easdem pieie^ 
tnrbationes reproducerent, et formulas plane idenUcas. xedderent, id quod 
aliter non esse debet. . v 

Bestant singula quaedam . expiicanda. Approximatio tertia quantitates 
ponnullas requirit) quae ex prtoribus approximationibus immediate data^ 
non sunt. Hae sequentibus facili negotio computantur formuiis, . quaru^i 
demonstratio ex indoie ipsius Si facUe p^ti potest. 

Si 17 in partes decem ipsis i2^ correspoiidentes diHtribuitur, qus^ par^ 
tes signo U, generaliter designabo, ita ut sit _, ., 

U;::z2'^UsC0s(iiY+ig+ty+H^y 



habetur 



dU 



^^ = -2;- i 17, sin (xy+i^+iV+fiL) 
^= .2;-r t/,sin(xy + i^ + iV + HJ 
r^= 2\^KU,cosOcy+ig+iy + H,^ 

r'^ = -27-(/k,+l) t/,cos(xy +f^+iY+H,) 

etc. 
nbi hg eadem est atcjue in art. 7. Sect. IV. Porro posita 

(f) - 2;r'(T)xCos(xy+,'g-+iV+H,) 



habetur 



^ =. - i?r '- (T), cos (xy + ig + ,V + HJ 
g^, = i^,-i'(fj,co8(xy+/ff + ,V+H,) 

^ = -a:{»iA,(t),sin(«y+^ + .V + ^), 

••.■■■.)'. • - - - - ^' - 4 ,: W \ 



iimLmipfn mffffiBikmem (iS} habeainr iin tenniiiis firatis 



o _ . o 



,d»(r) . d(T)_ dF d(T) dU ^^VrfTJ 
dr* ' dr dr dr ' dr dr 



et qaam posita 






+Ki^^'^*'(>'.-<»l'-'C^)-t^'':C^)+<f)! 

dU 'V^lores pvre dUiptici qBantitatuai, qoas' oontinet, soloniiiodo Bobstitocii*- 
& sttnt , ilequatio (^S) -. .sapjko^tftt 






<^} 



dr •■'■ * ■ ■ - ' dr dr 

invenitor 

'•^'+''-^=''.-J^-fC*)-t^+>f+^-2rl^ 

^ . • • ••.-•... 

qaae, introdacta significatione illis analoga hac, 

d^ = i-X^3;cos(«y+;^+,V+H,) 

ubi notandum est esse semper x=o, facili opera transformatur in hanc 



.2 



«P(T) 



o .... 

+ ''^ = ^r j(*x-ir(T)x+C2*,-l)[t^,-C^)Jjcos(*r+ig-+.V+H,) 



DeBique habetor 

etc. etc. 

In art. 11. introdiiximas significationes 

> = /(«)od« + (C) 

y =/(")o* + (c) 

ubi 

(n)° = (n) + (t(n)'« + [»,(«)'<* + «tc 

et animadTertimus in Hg \Mqae fydt loco Jft, fadt loco a( etftidt locd 
i}t'^ iiiibilitaeitdag ^esrsei^ In lnteg;ratione ig^ttur aequationnm diflPerentialium, 



*. - ' •• * • . . •, ■ j ^ ■ j ' ■ - * - 






qmbas (n)z et w eUchiir, in approxiiiiaiioiie tc|itifi hanuti qpwtita^avtittf^ 
tio habenda estr 

Habetur' / , ' ., 

fadt =r « « + ^a„(")'^ + 7««, (")"*' + «*^- ^ 

/,d« rr^V +i,-(»)«V+ f,i"xn)-'' + «*«." : I 

/(»)„«/« r= t«)'+ fR(«)"*' + 1«*, («)'*' +etc. ,^ 
/(n)o dr = N+ (n) t + fi(n)*lr + jt, (n)*i*t + etc. ^ 

«bi iV cQDstans Hitegratioiu , adiecta. est, qdae fitnttio ip^ios < eMeytot^l^ 
et ita determinanda est, ut mutata t in I integrale /(tt)o<^ ^^um inttjgra^ 
f(n)adt coincidat. Quae cohditio suppeditat 



;■ rnu 



nnde 

fOOodt = («)t+ix(ny('r-iO + ft(«rO'*-^fO+«tc. 
lam quum, nulla tcrminorum per (n)t multiplicatorum habita ratione, ge- 



• .• ,' •* 



neraliter git 

<^*)-- wlr = (") ^^ ^*" (.^r-^ig+ »V+ Hx) 

ubi M coefficientem numericum pro quovis argumento diversum repraesen- 
tat, et quum H, sub forma hac exhiberi possit 

H,.= iyXrOt + i-yXnyt^^ + i-fydt + i^fadt + tftidt+C, 

ubi Cje arcus constans est, argumenta ipsius — j- sub fonna sua genen^li 

exhibita ita se habent 

*■ . . ' • ■ ^ 

xy+»«'+»V+H.= (x+i)(c)+r(cO+C,+x(n)t+iXfl)/+r(nO<+»*V(«)'+»>X«)'+'''V+**^^^ 

+ «^ Cnyt + i |(i -«),. + i V„ + i-y,, + i" « , + i^ijj (n)'f ' 

, +xfx,(«)'^'"+iK'-2'').«,+'X+"«,„+»"aJC«)'*' + «»«=• . 

lam, neglecto quadrato et potestatiJbus terhporis superioribus in coeffi- 
cientibus, expres^io (14} integrata suppeditat, quia u = ^ et t^, ipsi 

» y, + * y, + » ^A^% aequatur, 
... + ^ .t.in^r^[ii-^^i.^(^^p^ ^ltr"^''""^ •>'^.^''^ W (xy+ig+«V+ff4 

_ ^ ^'•--^^•^ '^V;'^;;;/;^;-^;''^"" -^^' jtf ,ia (xy + ig+ «v + h.) 






^Vnif , m- ■^•^ 



Motata V in f , ex temums praeceden^biu eTadimt hi 

M 



2r 



(tt-t-Vs 



C08 [(« +0 g+ »V+ J^«] 






hanc 



iinde manifestiim est formam g^neraleQi ipsuis -^ $s8e 

^ ■' 'o' -^f d 

-^ zz 2;iVco8(ig^+iV+H,) + (n)»27Oc08(i^+iV+H,)+ 27Psin(ig^+iV+fl,) 



fic 



Hi igitid* ipsins ~ termiBii dinsdem formsie. sont «IqHQ ii, . qoo» in apr 
prQximatione seoinday «bi inj^aiig^umentis. qnaBtitate^ (&(ii)V, a^(ii)V, 
etc. pro constantibus habitae erant, invenimas. Primus expressionis prae- 
cedentb terminus idem est, qui, ratione ipsarum fi(ii)^t^, a^(ii)^f^, etc. 
non habita, enstit, termini igitur fi(ii)^f^, ^„(^)^'^9 ^^^ ^ argnmentis 
exbtentes ad terminos per {n)t cos (jg-^-ig' -^-Hj^ et ad terminos per 

^ixkijg+ig^+JJ^ multiplicatos , qm in ipsa--^ aliunde iam adsnnt, nof<to 

einsdem fonoae addunt, ad. . quos ta^en , qunm in motjiiJUw^^ ^^. inulto 
minorea sint, opus non erit respicqre. 
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EXPLICATIO CX)MPVTATIONVM AD IP!dA8 p, ATQVB^,, LATI- 
' ' TVDINEM BT REDVCTIONBM LONGITVDINIS OBTINBNDAS i 
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' ' ' INglTlTVENDARVM. 

• '-^ f V. i'i.i,<-''«i ';i«:; ». i >i O .!■ > l.ifi.. •i.iil?I!i*i; 

— 

• I ■ • '\ ' ■ • 

»•1.*..'.. <. 



( I 



\ t 



'i ri' 



Q 



i » ■ ' 






1 > 



{{ 



nantitatibus (njz, U', P, ^ ^i -K secandiim regulas lii praecedentibus 



'ei^iicatas^ ctftirpntatis , Ji atque ^ cdtfaputMdae sont, e qoibus latltadd 
versus planum proiectionis et reductio' longitudlnik'4iJf'*'4ybf^ ' ad''idehl 
planum, 8ive declinatio et differentia inter longitudinem v appeiiatam 
atque ascensionem rectam Lunae pendent. Termini fere omnes ipsa-f 
rum p^ atque q^ ex praecedentib us ipsa rum P et ^ computationibus iam 
noti sunt, uti ex formulis art. 12. Sect III. patet. Quantitatem 

quam per P*'^ '' cos (ig + tg^-^- II,') repraesentabo , ex computatione ipsius 
P^ et quantitatem 

B-B(«+e)+^(«)d*+r^«;+^(«>'+r'^«,'+FaP+Gd9+fdK 

quam per Q^**'' An(ig+ig^ + Hg) repraesentabo, ex romputatione ipsius ^ 
novimus; restant igitur producta MQ^ BdK^ B8Q et jidK per metliodum 
supra descriptam computanda. Propter aequationem inter 6K atque dP 
saepius memoratam 



)ix'')jiM)da^ig Jdg &%e BdK inyi «vftditiir hi^ i,^''*f f J ^dM<p 



) - . >> 



et ex prodactis fidp atqae MK ia —q>t haec a '^^ {B6Q + JdP^ 
Positis igitiir post multiplicationes ingtitutas 






iiab 



«ecf/P^'*'''+ (?*'<''• — F'^*'; ^e6f /^'''^+r^*''* = d?'''''* 



etuT 



I; ,• ■ . ; ■•'. . •.' • , • . '.•.;•,.•■•.»(• U' j 



■' i,\ ■ ' '■ ' ' • ^^ 



/1 = ii2:FM,*cos(i^+iY+^J; 9)t ^— ^-^^''''''sinC^+iV+H,), (1) 

Coefficientes G''*'* atque. F'''"'* omnes minntissimi sunt et fere onmes neg-/ 

ligendi; Coef^icientes P''''-' atque" p*'''* huias forniae sunt P/+n#P,,,i ^^ ' 

^^ + n f p^. , sed coeflicientes n f P^ et nt Q^^ in integratipnibus tanquam \ 
constantes tractare licet, quia termini ex variabilitate horum coefficien- 
tium orientes yim non habent, sicut iam supra respectu ipsarum {n)z eilB 
^niiqta.v]mi|s. . ' 



< • , • \.-s-. : 



2. ''■-•■ 

Approximatio prfma ad veros ipsarum p^ et q^ valores obtinendos in 

'. " . .. . ' 

eo consistit, quod valores ipsarum |i , q, et u ex integraiibus approxima- 
tis (60). Sect. II. petendi in formulis (62) Sect.. II., et tuqi vajores ipsa<-. 
rum /f , L atque M hoc modo oirti in integraiibus rigorosis (64) Sect^' 11. 
substituuntur. 

Formuiae (1) in expr^ssionibus (62) Sect IK substitutae primum 
subministrant . 



T ' > 



>.*.'. 



l=-u;iS^*'miCig+rg'+H,y., . ,,, ,: . . ;. .,, „i ,, . ,,,,[ (2) 

Jtf= pn2F'*'co»0g+lg'+HJ:'rfq^2^'''.'»mVg+*yi:Hs) 

ubi casus t=i:a, i — o^ x—\ excip|Bndas eidyqiii ralorein ipsinsijc ia^ 
^ditaf-hunc* . . . ./... ;. ::.i. - .: / >»ii-.«;i 
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■' .; SabstitDtis porro in hi$ expressvopijbus Y^oribus ipsamm ji^, q^ atqiie u 
ez integralibus (6Q) Sect 11. petendis, nancisciihur 



H= n — ^ cof rZFcos (w nt+ J^ - lir- Bfn rZFco» [n(w+v)«+ 7V-f9]-n — sio rXFcoi [ii(w-v)«+ IF+e] 

■• m 

L = -fi — C08 rz* MD (w fif + »0+»«5- »"" ^^* •»" [«(^+^)«+ ^r-©]+n— 8111 rz^ 8in [ii(w-v)e+ ?r+ 9] 

Jlf =-« •^cofr2*8in(wnt+ JfO-nB^Brzl^^^iFldn [n(w+v)f+ IV-Gyn sin FZ l^^+iFJsin fii(w-v)«+ ^+-9] 

ubi ig" + ig' + Hy brevitatis cailssa per wt + FF, et jT^a-^ 17)« + ©* 5 quia lit- 
tera J?, per quam haec quantitas in Sectione secunda denotata est,, .hoc 
loco ceteroquin utimur, per y reddidi, nec non indices ijfyXj qui in 
omnibus terminis iidem sunt, brevitatis caussa omisi. Quibus ipsarum 
if, £, M yaloribus in integralibus (64) Sect. IL substitutis, emergunt 

r ■ ■ ■ 

p^ =z y^i—X ' 8inrsin(vnl — 0')-\-dp^ 
(3).....{ . j,= ?^^^.sinrco8(vnt— 0)4--ffm.co8r4-*5; 



— — - K"j. _ i . sin r CO8 (vnt — 0) -j 

- fr^i . sin r cos (vnt — 0) + ^*' 
ubi' 



u =-— ^^^7iri.rinrcos(vnf— 0) + ^|^7^ 



(«-17 . (of-»)TF-4-wvg>) e F e F 

V 

a-w (* . (a-77)wF+T**) c ( * (a-w^F) 

^=-^'H^ w(w»-T») l'"'«<^''«+^n+^''"j^M;;+;+^a^)r't"(w+v)i+»--e] 

+-«in rz h ^, ^ J co8[n(w-v)«+rr+e] 



» = — coi r2; 



lco.r2; I * I ^""'?"f+;;* ico.twnt+»^+ .i, rr ji^--;^j:i^Ficos[<w+T)«+i>^-e] 

▼ (w ' w(w*-v*) ) ^ . (2v(w+v) 2(w+v)wv ) l v t" y t- j 

+ Blnrzi jy^^^ ij^^^f F|cog[n(w-v)e+Jr+e3 
(2v(w — v) ' 2(w— v)wv ) *■ ^ ' * * ** 

et secAndum aequationem (64^} Sect. II. 2X aggregatum ex quadratis 
onmium ipsarum Sp , 6q^ atque 6u coefficientium formatum denotat. 

Quae quidem formulae terminos omnes approximationis primae conti- 
.nent, sed in hoc statu integro ad termiilos omn^s computandos adhibean- 
tur, necesse non est. Maiores solummodo formulis praecedentibus , re- 
liqpii autem minores fiyrmmlis computentur simplicioribus , quae, negle^ 
ctb rj et c* respectu ipsius v nec non parvula inter JF''''* et <&*»*''' dif- 
ferentia, ex illis facili opera emergunt 



2I& 



3. 

Qiiantitatibas p,^ 9, et u adiuinento harum formularuin computatis, 
accuratiores harum quantitatum yalores innotescunt, et quum in calculis 
modo peractis yalores ipsarum p^ ^ q^ et u ex aequationibus ([60) Sect. II. 
petiti in expressionibus (2) substituti sint, in approximatione secunda ter- 
mini ipsarum p^, q, et u substituendi sunt, quos approximatio prima sive 
fdrmulae praecedentes ad illos addiderunt. . Quamobrem habetur in ap- 
proximatione secunda ^ 

6L—'dun2:^^^'^'sm(ig+tg + H,} } (4) 

SMzzz <^n2?F''''''cos(ig^+iY+HJ-— «j,n27^'''»'sin(igr + ty+HJ 

CoefScientium ipsarnm 6p^ dq^ et du yalores numerici ex calculis 
approximationis primae noti sunt, muitiplicationes igitur, quas formulae (4} 
requirnnt, eodem modo perficiendae sunt, quem supra descripsi. Ex for- 
ma ipsarum dp^, dq^^ 6u in art. praec. datarum sequitur, multiplicationibus 
faistitutis aeqnationes (4} suppeditaturas esse 

eH= nSG**'' cos {yint+W)-\-n2J*' *'' ' cos [n(w+ \)t + W- 0] 
+n2?JC''''''cos [n(w-v)<+ W+ &\ 

^M-^dL = ^^^'''''amiwnt+Wy + nUJil^^^^^^aainiyf+v^t+W-e] 

+ n 2N*' *''' sin [n(w-v)f + W+ 0] 
'^dL+-^dM= nSO*'*'''sm(n\ft+W) + n2P'*'''sin[n(\r+y)t+ W-e] 

+ n<S 9 '• '• ' sin [n(w-v)< + W+ 0\ 

ubi G''''**, J''*''', etc. coef&cientes namerici sant. Substitatis his expres-- 
sionibus in integralibus (64) Sect. II. resp. loco H, ^^^M — —L atque 

— — Xf + — M, emergit in approximatione secnnda 



(5) 



-2io?:^««-6;=^Pi '^ [«(--)'+ '^^ ®] 



(6) 



I ; • • : '. ■ ■ > i 



m 

+^lf[(;=k^-<;^P]-°-?i^!-[«(— )'+w+ si^ 

«ubi etiam breyitatis canssa indices i^t^JC ipdanim 6, J^ K^ L^ etc. , x}ui 

' ' ^in omnibus terminis iidem sunt, omisi, et sicut in praecedentibus formu- 

iis est • ■ ■ • ■-- ■ ^^ V-' ■' ■•.• ■• > -'V '-'^ ■ -•'•^;^'' ■ "' ' 

wf+^ = ig- + iy:fJE^, atque v=Y(a-^)2+c^^ , 

quas formulas practerea eodem modo quo formulas approximationjb ppn^e 
pro terminis minoribus abbreviare iicet.. 

: Additis his ipsarum Sp^j d$^ atque 6u valoribus ad valores ipsarum 

dp , dq^ atque dtu, quos approximatio prima prodiderat, aceur^tipres Imtui]^ 

quantitatum valores nanciscimur. Eaedem formulae praecedentes tertiae 

quoque approximationi et subsequentibus perficiendis inservieht ^ si his 

': opus sit. 

Quum in formulis (5) indices i, { omnes valdres integros positiVos 
. et negativos inclusa cifra , et x valores omnes positivos quos supra expii- 
. cavimus, inclusa unitate, comprehendant, existunt in his expressionibuf 
termmihi 

dH = nG'^^'' -f n I J'^°'»4-K°'°'| cos [vnl— ©j 
?:?aM— - «2/ == n ^JM^»-' — iV»'°'^| sin [v«»— ©] 



« »* • • 



:zlsL-\--dM=n\P°'°'' — g°''^'\8ia[vnt—0] 

Nisi Iii tennini insensibiles sint, artificium in art. 30. Sect. II. expo- 
•itum in usum vocatur, ^uo termini per t^pus ipsum multiplicati, qui ek 
terminis praecedentibus in valoribus ipsarum p^ , q^ atqne u nascerentur, 
toUantur. Quem in fihem fadli opera reperitipfr^ qpftantiti^e» ; Ul iiequationi- 



iMiB ^^}i>Seol. lI«'C.a4fif H. .noininitiw t.ciiro qoantitatSbna praeoedentihiB 
ionctas esstti ne^utionibn» his v ->ii:- i :•::.,- 



. . . \- . ,: 



Si iffitur U tennuii Tim habent, i|bique in yaloribus ipsarum ti^, q, 
atque tt ihodo exhibitis substituatur 

a—ii + cosec r j?=5(P°'°''— gp'»''^— -(M°'°'»— /V"-^')! ; 



loco cc — 1^, et 



c -f cosec r j2=»(]*f°>°''-^2V«^°>»)+7(^°*- — 9°'°*')j 

■■■■ ■ : 

loco c, et tennini (6) in 'Valbrilhia ipsanun m^ —-^dM dL atque 

2Ci^li 4- -^d^ ddeantdr.- 



i i ' i -u • ■ ■ j \: •••;! 






r .- .'• f • . ^» - . • • • -1 ■ r • . . .. ^ . . . ■ 

' . . . ' ■ / 

Qttantitatibusp, et q^ ope formularum praededentium computatis, lati-.' 

tudo LunaiB supr^ planuiti ad quad r spectat et reductio lon^tudim^ ad^ 

idem praniuii (iomputandae sunt. Denotante 8 sinum huius iatitudinis, l 

habetur s«dundiui|\art 33- iSect II. ; I 

• ■ • ' ' ^ .. . • 

a = 9, sin F — p^ cos F ifiu 

ubi 

— ''■•'' ^» ■■' ^ -^ •' ' ' ' ■•■••■' '^^Jl 

ubi / est anomalia vera ope Teri ipsius (njz valoris computanda. Positis 



p^ = sinrsih'[Yii#— ^d]-[-'^^ ' 

L '\ '■'- ' ■■ ' ' ^ t^ ' ■' " 

q^ = sinrcos[vid— ®] -| — cos JT -{- dy^ 



ii 



ubi i^tur 






/ 



-> 



(7) 



denotantibus dp^^ dp^^ dq^^ d^. easdenini aiti pvpec. expUcatas qoaatHates, 
propter aeqaationem qaam proximam hanc y= «•^-i})' liabetnr 

s= 8inrsin[7-f-Cy4-a~i^— fv)«#-j-«'4-*4-®] 
+ -f cos rsin (/+ (y -f X» — 1?) |t«-|- * + *] 

-f d g, sin [/-|- (y^a—rj) nt-\-v-{- k)— d p, cos [/-l-Cy-f «"^) » < -f r -f *] 
Praestat in primis duobus ipsius'^ tenniiiis, qui onmium masdmi sunt, 

ipsam f conservare, in reliquis yero loco f eTolutionem eius per g eicpres- 
sam introducere. 

Ex formulis Sect. IV. sequitur esse 

cosf=z — e cT** — ^cosn^ 

nbl h est index a valore — oo nsque ad -{- oo per omnes nnmeros in- 
tegros extendendus. Quamobrem rigorosae sunt aequationes hae 

sin(74-(D) = — esinoj— ^^-Tp^cos 0)271:: fc(^)8infc[g- -j-(n)d»] 



^ emtaS^h* -^ cosA^y-f («)«»] 



•.••M 



|co8(/4-®) = "^coscD jt— cos©27J2 A* — ^ cosft^^-I^C^)^^] 



ubi 



+ ^ sin«D27±:A(;^),lnA[^.f («)&] 



Qnantitates dji^ et d^q^ ita exhiberi possunt 

dji, = 27PJ''.' sin (ij-f-iV + fl^.(») 

«,?,= 27pJ''''cos(/^-h»V+H,.|,) 
nbi 

denotante /J indicem , qui valores 0, 1 et — 1 tantnni accipit. Quibus 
sitis, invenitur per calculum, quem in theoria lovis atque Satnmi expli* 
cavi, formula rigorosa haec 



C ^ 



.;- > 



#-= 'sirirsin|/+'(^«-.y-T)«IHHH-/M:«]^^'c'(A'r^'l^^ 

nexcipis .,,..,.., 

J||(0) _ 2^(0) _ I g 

_ -...'<'. ■.*f''*'«»it''.i''J 

«•,. , -. ..-.•'..•i».iii'i.»....'i'i,'' 

. Si in fonnala praecedenti siniis et coginos jsecuncli^a fi^mfUant fio^Mon 

sm[^(n)dz + (h+i)g+eic.] — 8in[(A+t)^+etc.]+A(n)dzco8[(A+i)g-r|-etc.] — etc. 
eyolyuntur, emerg^t 

1 > - 

«.^ 8inr8in|/+(y+o-i}-T)ftl+H-H&]+^ co8r8in[/+XiH'an^)»<+rt'Hr*] 
:4-2Jlf»>fPj''''-^^''''| 8in[(A+0g"+.Y+H,,^+(y+«^.^)i«<+v+»J 
. +27iVW|P^''''+gJ''.'|8in[(A+i)ff+iV+H4^-(y+«.<,)„j^V-»J 
4<«)d»2rA ili(*>|Pj''.'-9j^*'.-^ cO8[(ft+0g'+»V+ff,, p+(y+«-i2)i»+ 
+(n)te2;A2V<*>fPj ''''+^/'''i cos[(A+i)5'+»V+H,,/j-(y+«-'?) n<- v- *} 

> in qua argumenta perturbationnm aeque atqae in reliqois tempoii propor- 
tionalia snnt Quam vero etiam sit 

sif [A(«}da + (ik4-f)g -f etc] = 

8in[(n)da+(A4-£J^4-etc.]4-(A— ^l)(|t)dsco8 [(9)dsr|T(M-^g-+«t(^-^etc. 

atqne 

wn [*(«)«»+ (*+*)«' "ir «*«•] = " >> '^' 

8in t-(n)«a4- (A-j-Og^ -f etc.] -f (A -f l)(n)da cos [-(n)te -f (/kf ijg-^-etc.]— «j^c.^ 

formula ipsam « exhibens ita qaoque exponi potest : 

« = sin rsin[/+(y+o- .^.r t) nl -HH-*+ ©]+— cos r8in[/+ (y-fi« - 1^) n* + v + i] •, 
-f 2Ar»>|Pj''.'-0''''^ sin[(*+i)g'+iV+flx.^+(n)«s+(y+«-i2)nl+v+ *] 
4- 5iV'«|P J '' '+gj ''. 'I sin [(*+i)g+»V+H,,^ ^(n>J».-(y+«-i?) nt - v - *] 
4(n)&2(ft-l)M'»)^Pj''''-9'^''''^cos[(*+i)g+iV+ifcj,)+£n)d*+(y+«-i2)n<+ir+*] 

+(n)da2X*+l)^^*M'?'''+^/''1«'>«[(*+0g'+»Y+^',?-(»)««-(y+«-'?)»»-*-*] 
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Il^ hac iiritar fprq^l^ &d ^r^mentf^^ tempo^ prpportip^^ per- 

tnrbationes lonflitadiiu^ mediae adduntm: et resp. ^h m subtrahuntur. 
Gaam omtiium ilf^' maxiina sit itf^'\ et omnium N^^^ maxima N^''^^ 
maximi uUimon&i diiofum huids formalae^terminonim propter factores h — 1 
atque A -{- 1 eyanescunt,. duo ultimi igitur huius formulae termini multo 
minores sunt quam mmulae lliius termini correspotidentes, quare haec for- 
mula illi praeferenda yideiur. Multiplicationes vero per {n)8z^ quas ultimi 
termini requirunt, eodem modo perficiendae sunt, quo multiplicationes reli- 
quae. 

Quamquam formulis, nostris s i n u m latitudinis dedimus, tamen latitudo 
ipsa ex tabiiU^' niotum Lunsie exhibentibiis et hac theoria nitentibus facile 
depromitur. Posito primo et maximo ipsius 8 Itermino hoc 

siiirsin[/4"(y4"^ — V — v)ii#-4-*'-|"*"l"®] — siniJ' 
B ipsa loco ipsins sinJS in tabulam redigenda est, quo facto, tabellis, 
qtae^pertuicbationes ipsias 8 suppeditant, tabella diflPerentiam inter pertur- 
bationes ipsia^ s et ipsius arc (sin = «) subministrans facili opera anne- 
ctitmf. Pertttrbationes vero ipsius 8 in tabuUs Gonserrandae tlint, quia his 
l^erturbationes rednctionU longitudinis ad plaaom ptoiectioms figLctUima ope- 
ra compntantur. 



t' . 



5. 

Transmutata littera x in y, reductio longitadinis ad planum proiectio- 
nis secundom aequationem (72) Sect. U. integrali dator formulae huios 

_ d(l^ ^ n(y^^n) _ (y.cosr,-^;,..sinr.)(^-Binr..^^-cosg;) 

ubi 

(9) j p,,=p;cos[ynt—e]—q^sm[Ynt—e] 

q^^ = q^ cos [vii< — 0] +1'^ sin [rnt — &] 
atque ^ 

, lui nunc ppsids 



. . . , . , 



f^ ;:::: naFoo8[tnf~6]-|-df.f^ ?: ^ 

onde d^ji^ = ijp^, 9j[^ = d^q^ + ^ cos T atqm 

■ . ■ »• 

« = ttnr8in[/4-(;y4a-q-T)nt+v+*4-©]+d^f,iinF— d^^p^cosF 

UTe 

8 = sin B -|- d« 
nbi ig^tnr 

ds = d ^f ^ sin F — d^ ji^ cos V 

habetor adiumento aeqnationum (9) 

P„= *jP,co8[tii*— ©]~d^f^8in[Tn/-^©] 

f^ = sinr-j-*jp^gin[Tnl-~©]4-a^5^cos[Tnt — 0] 

Positis ponro 

habetnr 

ipJ = o; (yj = 8inr 

d|i,^ = d jp^ cos [Tnf — 0] — *,,9,sin [Tn*— 0] 
iq,, = *,jp,8in [tw* — 0] + d^f^cos^Tnf— 6] . 

et insnper 

is = dq^^ sin F — dp^ c08 F^ 

6i nnnc factores, qui in formulae (8) dextra parte continentnr , in 
series infinitas secnndum potestates productaque ipsarum, dp^^ atque dq^^ 
progredientes CTolTimus, habetur 

J 1 ^ cQgF, ^ BJnF, g 

Uq„smr,^p„coBF, ~ l-sinrBinr, (l-sia r8inr,)*^""^(i^8inr8in T,)*™' 

, C08' f; ^^8 o 8inr,coBr, ^ .^ > , 8fa>^# ^ a 

^ (l-sinrsin F;)»™""^(l-8iar8in T,)» ^" ™' "^ (Tri^TW^*'' 

1 1 , cQg P", - __ gtn r, . 

l-t-j„ •In F;-;»f, «>• F, ~~ l-Hrin TbJb F, "^ (l-^^b r«to r,)*^" a-4-«ln Pdn F,)* ^" 

«w* ^i ».,8 » gfaF,co»r, . - j > rinr; .. 
Cl-Kginrginr,)'^"" (l-4-gmr8inr,)'™' *" "•" (iH-ginrginF,)* *» 

1 _ 1 . gjnr. 1 , i.4-2gfa*r > , 

v" i->„'-».« ~ co8r"f cog»r '""'"3cog»r™'"'" wr *" 

q^^coa V^ -j-|i^^ sinF) = sin rcos V^ -f- «in V^ *p,, + cos V^ 8q^^ 
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+ 



A' 



qaanim ultima rigorosa, cefiqtiae vero^ asqiie- ad qnaatitates tertii ordinis 
accuratae sunt. MaltipUc^tis-iiitter-se his expresinoiiibiiB , emergit 

gi» coB f; -Hf>,, siii p; : tgr^onv, 

O-q,, sin r,^p„ cos F^Xl-Hj,, sin VrP„ cos F^^v^i- ,„»-,„« ~ cos* B 
ubi 

c = 



D = 



1— 28fai«r-4-BinT8lnT, . ,, 
cosJTcos^JS ; . ' 

1 -^ (sin* r— 2 Bin* D sin* r, 



cosTcos^J? 



cos F 



( \ 



^ . ^3~2sin*r— (6-.lb8in*r-H6dn*r)Bin*r,---(2Bin'r--8iii*r)5in*F, __ 

2cos'jrcoB^J? ' 

-. . ^3-28in*r--(6~108in*r-|.68in*r)8in«r,— (26in«r— sin^rVjsi^^ . ,. 

Mi = -smi rt — 5-7:; — r^ sin V 

2cos^rco8^JS ' 

. ^3-K6— 148ln*r-H28in*r)8in*r,-K28in*r--58in*r-f^8in«r)8in*r,. .. 

ut — smi 7z — r-T^ — ^ n ' ' " eos w 

2 cos* l^cos* B ' 

atque hinc 

(i-j„Binr,-t^,,co8r,)(i-t-y,,Mnr,-|>„co8r,)VTi;;?i7» «««^ . 

+ CsmF;dp„dg„+il8m ^«?,A.+J58inF,dp,^dy„+2F8m VppMM,, 
-4-Gao Viiqliq,r-CKM, V/Sp„dp„^DcmV,$q,,dp„^Ecoi Kdp^dp, 
^2FWiV,iSp„dq„dp„—OcoaV,dqldp„ 

Facile vero reperitur identicas esse aequationes has 

ffiP..H.dp,.= 3W9„^3f^„\^9„dp„—6p,dq„l 
ffipldq,, = \9plfi%.—U^.,\H.dp..-^.,dq^ 
fKdp,, = \^.,H.'^ifH.\H.dp,.-Sp„dq.h 
expressione igHur praecedenti integrata, emergit, faciii reductiona fiicta, 



1 , ■» 



~^^Fsmr + Gco»rif6qJdq„dp„--6pM 



-:/.•■ ' 



Porro atKiiineiito eTolatiomH ipsins (1 — p^^ — 9D^^ modo datae perfodle 
ehcituT 



- ' i < . 



— ift = ^ nt -f- smr rf=r «/ofl^^w* 

iri-i»..«-.«r„» cosr • . co«»r *^ ^'* 



^■l-J»,,»-.^,,» 

Congestis his expressionibus , propter praecedentes ipsarum C^ D, E^ P 
atque G expressiones , quae suppeditant 

jron r,4-Fco8F, = 0; CfAur,^D co8F,= -—rr; .FsinF;+0 cosjr =: ^~, 

expressio (8) integrata evadit 

ubi 

et H constans est , quam in art. 34. Sect. II. definivimus. 

Quae longitudinis ad planum proiectionis reductae expressio ab ex** 
i " • ' ■ ' • 

pressione eiusdem longitudinis , quam antea dedi, eo discrepat, quod ds 

fiidtor quoque quantitatum ordinis primi et secundi reddita est, sed in hac 

forma concinnior et usui accommodatior est quam illa. Praeterea demon- 

^trari potest hanc formam generalem esse, et hnic reductioni attribui posse, 

qu^tmnTis praecisionis gradum adipisci ^elis. lam ex calculo modo per- 

acto faciie perspicitur, rigorosam esse debere aequationem hanc 



/i 



(qn cog Vf-^-p,, sin V,)(dq„ sin V, - dp„ co s K) wM/x^i^Pv^jk ^ x ^^ 



designantibus fV atqne X series infinitas secundam potestates prodactaqQe 
ipsanim dp^^ atqne 6q^^ progredientes , quarum W insuper «rit functio ipsa* 
rijun y atque F et X insuper functio solius F. Quae est forma usque 
ad quantitates quarti ordims reductioni liuic supra attributa, 

Maximas reductionis longitudinis ad planum proiectionis perturbatio- 
nes continet terminus expressionis (10) per ds multiplicatus. Primus qui- 
dem factoris ipsius ds terminus in tabulam unius argumenti redigi potesty 
reliqui vero termini tabulas duplicis argumenti requirunt, sed quum hic fa- 
cfor per Ss^ cuius valor maximus circiter fi est, multiplicandus sit, maiori- 
bus solummodo ipsarum' Sp^^ atque Sq^^ terminis in eo opus est. Hinc 
factum est, ut hic factor ex tabulis ceteroquin apte constructis facili 
opera desumi possit, et quum ad latitudinem computandam ipsa ds prae- 
terea opus sit, multiplicatio factoris illius per ds ab astronomo loca Lunae 
ex tdbulis computaturo sive logarithmis siye numeris ipsis perfacile vh*. 
BolYetur. 

Reliqui expressionis (10} termini minores sunt et in tabulas unius ar- 
l^miienti redigi possunt. Sint 

dp^^ = JB sin pnl+^ -f Fsin [fcnt + BJ 
dy^^ = irco8pn«4-4 +Jf''cos[Aii*4-B] 

duo quivis ipsarum ip^^ atque d{|r^^.termini; hinc emergunt 

^= nZJBcos[fn*4.^+nAFcos[Anf+B] 
^=— nZirsin[fn*+.^— .nAF'8m[An#4-B] 

iq/^= nj EE cos [2 Zn*+2^+n ^ EH -\-n ^^^-^^^^ co8[n(fc+0«+^+B] 
+, „ *£;«;±f£;^ cos [n(fc-0«+B- ^ +« A pp' C08 [2*n*+2B]+n-|jT' 

9p„^ = n i- BJSTcos [2int +2^ -n-^ E JB' + n *^^^^^^ co8[n(A + Q< + ^+Bl 
_ n ^PB-^P^ co8[n(fc-0« + B-^+n AfF co8[2nfc<+2B]-nAlil?' 
nnde 



/!■ 






+J^J.^^^^ 8in[(*-0n«+B-^ 

quae haiiu integralu est generalis fonna. Qunm generaliter quam proxime 
hab^tur 

ant JB = E', F=P'autB=r— JET, F = -^F' 

terminus aut secundus aut tertius praecedentis expressionis semper fere mi- 
nutissimum habet coefficientem, quem plerumque negligere licet. M ultipli- 
cato praecedehtis expressionis differentiali per numericam ipsius Sq^^ eicpres- 
aionem, post integrationem secundum regulas notas instituendam integrale 

f^9„\^9„'^ — ^Pi,'^]^* facile inyenitur, quod vero iMtegrale miUani fere 
▼im habet Item terminus expressionis (10} ]f^ /Sq,,dt multiplicatus pro- 
pter factoris t — ^4"^ exiguitatem omnino negligendus est. 

T^rmini expressionis (i^) P^' tempus ipsum multiplicati usque ad 
terminos minutissimos se mutuo toUunt, nam perfacUe demonstratur, maxi- 
mum huius generis terminum proxime evanescere debere. Habetur enim, 
si ad maximum ipsarum dp^^ et dq^ terminum tantum respicimus, 

c c 

ip„= cosrsin[vnl— 6] ; dq^ = «— cosPcos^vnl^ — 0) 

itaqae secondam BOtationes modo introductas 

jBz= — i.eo«r, J?=5-cosr 

• V ' T 

Formula igitur (1 1) in hoc casu , ubi ad secundum ipsamm dp^^ >et dq^^ 
terminum non respiciendum est, suppeditat 

Ex art 31. Sect. II. vero habemus in theoria Lnnae, ubi in casu, quem 
nnnc tractamus, m=o statuere licet, quam proxime 

jia iz: — ji cos*^/ ; nrj = — (isin^J; nc z=z 2 — fisin^/cos^/ 



/!■ 



unde seqoitiir 

T = «-f-q; T — a-\-ij = 2v; n— = 4qco8*J/ 



(11) 



c» 



\ t 



Safatstitutis his valorHbtis IHTenitar 



'\ 



eo»r 



8m'il 



qoae est quantitas nunatisgiina. Coefficientes ipsarum 8p atque dj'^, qui 

• • ■ »■ ' ■ ■ ; 

post allatos coefficientes — -;^cob I atque — cos JP maximi sunt, Talorem dr- 

dter 8' cos F ambo habent; quare^ qunm homm coeffidentinm combinatio* 
nem maximam integraiis praecedentis terminom sappeditare debere, mani* 
festam sit, pono 

E=. cosr, E=—coir 

V ' V ' • 

F= 8'co8r, l?'^ 8^co«r 
famc et quum in hoc j»8a 8it 

2 =: «4-1J = 0,0041 

fc = 2 ^ + 2y + «+1? = 0,t549 

^=8in(5-8') 

atque habita aeqaatore plano proiectioms 

r — 23* 28' 
expressio (11} si^peditat IT/^S, qai coefficiens est maximas integralis 

ii^y 1^9'/ if — ^// di^l^* lisdem nnmeris cenfirmator, marimam iiite-' 

^^^wi^J^^r^n'^'''^^^^^^ coefficientem ^vix ad anam minutam se- 
cundam ascendere posse. » 
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m^ 
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SECTIO VII. 



m ■ .;•:■«:'> 



. • ' l < 



■.:''\l 



. , ■ i;j; 



\$i i 



t • 



s -1 



/ 



* i 



SOLVTld PROBLEMATIS QVATVOR CORPOItVM BREVITER 

EXPOSITA. 



i.».. 



. . 1. ^ 

Xheoriain planetamm inyestigaiu problema quidem qnataor plurimnve 
corporum tractayi, sed aliud est problema quatnor coiporum, cuius solutio* 
nem nunc suscipiam. In illo enim terminos per tempus ipsum multiplica- 
tos admittere licuit, quoniam series ihfinitas constituunt, quae per lon|;am 
annorum seriem convergunt, quum hbc, si fieri potest, ita solyere proposF* 
tum sit, ut termini illi omnino non adsint. Formulae ad huius proble- 
matis solutionem spectantes, quas infra evolyeinus, ita erunt comparatae, ut 
formularum ad problema Lunae motus determinandi pertinentium, quas in 
praecedentibus dedimus, casum generaliorem ponant, et, abscissis terminb 
ad quartum corpus relatis, has suppeditent. Praeierea, additis terniihis 
analogis ad quintum, sextum, etc. corpus relatis, ex hac problematis qua- 
tuor corporum solutione solutionem problematis plurium corporum facile 
comppnere poteris; propter singularem yero huius problematis conditionem 
ez formulis ad problema trium corporum spectantibus formulae problema* 
tis quatuor pluriumye corporum componi nequeunt 
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Non modo massas quataor coq^ionim per M^ m, m^, m", e quibas M 
ad corpus primarium, sive ad corpus, circum quod relativi reliquorum cor- 
porum motus investig^andi sunt, pertinet, designabo, sed etiam quantita- 
tes reliquas, quibus utemur, iisdem iitteris atque in Sectionibus praeceden- 
tibus, aut nullum, aut unum, aut duo commatis signa affig^ens, quo cor- 
pus, ad quod hae quantitates spectent, indicetur, denotabo. In hoc ta- 
men a significatione in praecedenti Lunae theoria adhibita digrediar, 
quod loco quantitatum ny^ na, ni}, etc. et similium ad reliqua cor- 
pora spectantium infra simplicius y^ a, ij) ^^^'> commatibus debitis afBxb, 
ponam. 

Praeter quantitates, quae potissimum adunum corpns spectant, quan- 
titates ad duo coipora relationem habentes aderunt, quae ita designabun- 
tur, ut iiuin^s- conunatum summae litterae afiSxorum indjcet corpus.ad' 
cuius motum pertinent, et numerns commatum imae litterae afifixorum cor- 

« 

pus alterum relationem habens. 

Et massae perturbantes , et excentricitates inclinationesque mutuae in 
sequentibus quantitates parvuiae primi ordinis appellantur, quod ita intelli- 
gendum est, ut hae quantitates non maiores esse debeant, quam.ut seni^. 
infinitae.y in. ^as formulae nostrae, quoties applicantur, evoivendae siint, 
coiurergant! Inclinationem! vero erbitaimm Tersas plannm proiectionb sen 
fundamentaie' quamlibet et quidem quantttaiem fiiiitam ease, in subsequent* 
tibiig. non minus quam in praecedentibus supponitur. Brevitatis caussa ul 
«bseqnentibiis formulas ad corpora ni atque m" spectantes saepe supprea-^ 
sufo» fprmulas tantum ad m spectantea appoitam, ex qaibus^ mutatis 

qaantitatibus omnibns, quae ad m • • • m^ • • • m'' spectant, 

■0 

jesp. in quantttates ad ni . . ..m" . . . m pertinentes, 

•:•.■ •;'-■*•.* • j 

formuIa,e pro .m% et postquam in his eaedem mutationes factae erunt, for- 
mulae pro nf seinper eliciuntur. - 



\ 






. \ 



« 1* 



■w 



§^'!L Expositio tiequatimum differentialium finitarim^ equor 
rum iniegratione problematis solutio pendet. 

■ • • 

Qaam secundum praecedentia sit 

rigorosa ipsius T expressio in art. 16. Sect. 11. data facile transfonnatiir 
in hana - 

• • ■ -■«•«*'■ 

T=^(»H.)(»)[2i«»(.-iH+2^;j^'[c».(.',-*)-»]|C^ ■ 

+.^<*..Wl,ln(V^>Cf)+(c^-l)*d?>^S=^ 
Si Tero ponimua 

+ 2C»)f»in('',-»)>'C^) 

■ 

et perpendimus esse 

^=c-.-..,*C^) = f=2f+^ 
aequatio praecedens abit in hanc 

Sed -T-^ et T aeqaatione iunguntur hac 

dtdt "~ dr "^ «Jf . 

dt 
itaque 

Si haec aequatio per cf multiplicatur, emerg^t, •fiiclli redoctione ^ctaf. hadc 
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quae, quam gecundam et tertiam ad dextram positam membrom integrabiiia 
sint, integrata praebet 

*(f ■•; ' jT" • ■ ■ . ' • I ■ ■ , ■ , ■ . . ■ • ■ 

• >i<«i.ii .■• '• • BT * ■ - I »..■.. . . . . 

coi integrali constantem non addidi, quia in teirmims sub integrationi^i^gno 
existeotibus copti^nta censeri potest. ' Quum in praecedenti ipsius Z ex- 
pressione Q et A sint fnnctiohes solius yariabilis ^, pono secundnm theore- 
ma Taylorianum •■ 

z=(Z)+^*t+i^*r+^^«r-fe.^ ■■ 

et praeterea .(^ ±z -j- + y. Si. hi valores in praecedenii pro -^ inveilfet 

aequatione substituuntur, et termini ipsam W et eius quotieht^ ^fiferentia- 
les respectu t continentes per partes integrantur, elicitur 



'i= li«'-»)'+'^-^?«+i|?'£".+5^3^«-+.tc, 



• • • . • 



■ r »1 



dHdi 



0) +/^.,*./-^.*./g,,|^.i/^«-«^^,,«^_^ 



dr 



/r*+^f.l,+i^C*+^/^*+^-55^^^25fj.^* 



j I 



Sit 

(2)._- r+^f+igr+J5g«'+...=S5^^(^+25«irf 

atque 

y!in ^ \SL- est ; functib adhnc indetenninata. 4^ hanc ' determinandam ^- 
ferentietur aequatio (3} respectu ipsius r, unde propter aequationem 

'(©Ci)'^'^*'^ prodit :.- . .^ . -q . ..,'r, ' ...:' M 






tPt a dW . d^w ^^ , i^^W^^^ , 1 d^W^^m . - , , dX 

+ drLxJ+d?-'*^^ di^J+ a-rfiF^^^Ldi-J+oi?'^^ l drJ+«M 

lii^ ri atdinadyertiinas esse -^ = 1 -^- T-jQ 9 atque et hanc et praecedentest 

aequationes in aequatione (1} sufostituerimus, nanciscimur ad functionem Xl 
detenninandam aequationem hanc 



Cf )(D-Cf)© = • 



Ij 



cuius integrale est X=f^y denotante ^ functionem arbitrariam. Inar^6* 
Sect. III. yero demonstratum esi, aequationis pro ^-|- integrali respectu I 

loco constantb arbitrariae functionem 1 — fr-|-^(^l — b^i^^etc. addendam 
esse, quare nanciscimur sive /f sive X= 1 — 6-f"-'C^ — ^D^"h ®*^* 
Quum vero W in aequatione (1} contenta integratione alia emenda sit, ia- 
teger ipsii^s X modo inventus valor in duas partes, quarum altera ad in- 
tegrale modo inventum, altera ad integrale, quod ipsam W suppeditatu- 
mm sit, pertineat, ad lubitum distribui potest. Sit igitur X = 1 ea ipsins 
X pars, quae integraii praecedenti adiicitur: hinc, si aequationem 



_ ^S4-8— 2|J 



•••••• 



(5) 



dt 

. r 

respexeris, aequatio (3) subministrat hanc 
et. acqnatio (4) hanc 

dx 

quae rigorosae aequationes sunt, quarum termini usque ad quartum ordin^ 
in Sectione tertia evoluti sunt^ lam reliquis in Sectione tertia explica- 
tis computationibus , qaibus «pns est, peractis, nandscimur aequationes ri- 
gorosas bas 



(7) 



f 






f^ 



c+i.-iw/c-.{Cf )+^? -n^X9?) W«s' j* 






» /i^ • ^'■>' i >* 1_ ^'^" • ^'•>' r*-» A^v ) jn 



abi linea ipsi fF et qaotientibus eius differentialibus saperposita, 7 in t 
give / in g" mutandam esse, denotat. Fraeterea statim ex Sectione tertia 
habemus 

ubi { denotat log^arithmum hyperboiicum. 

Restat ut aequatio differentialis pro fV obtineatnr. Quum q nec non 
Q^ sit functio solius yariabilis ^, habetur per theorema Taylorianum 

• . ■ » 

falnc emei^git 

^-rfrl rfr + dz' ''^+a d^. "^^+2.3 dt* ''^^ + «*<'• j 

lam si loco serierum infinitarum et in praecedentibus aequationibus et in 
aequationibus (^2}, (5} atque (6} contentarum, quae omnes secundum ean- 

dem legem procedunt, ponuntuir sig^na [F], [W^], I^T"!» [C(?)*] ^^'^® 

'^' I V^ j , hae quantitates pro functionibn^ solius yariahilis f habendae 

erunt, quae, posita V loco f, resp. in Y, W^» -^? ((?)* atqwe --4^ tfailr- 
eunt. Quibus positis, aequatio (2} abit in 



d^ 



d CS) atque (6) in 

■ • V ■ ■ • ^t . -:■ 

dr 2— c*^ ^ LrfrJ 



qittram pitor i» acqimtione j? ±= i^^*^* si*stitlita suppedilat 

Snbstitutis his aeqnationibus in (9} emergit 

qnM aequatio praeter comtantes et quantitatem Sj quae nec t liec ^ ooiHf 
tinet, non nbi functionibus constai, quae' fiinctiohbs ^lius Tariabilb ^ een^ 
seri possunt, itaque secundupi theorema Taylorianum evoluta suppeditare 
debet ■ / 

,..j,;j|!!j..r^j.(,).g:j 

+i , - r .? , Ti *b + etc. 

uude seqiatnr 

Substituto hoc ipsius Y yalore, nec non yalore ipsius (Z} ex praeceden* 

tibus desnmendo in aequatione — = (Z) — Y^ nanciscimur aequationem 
rigorosam hanc : ,. ' 

ubi breyitatis caussa a, n, e, 9, 1 loco (9)9 C'^)) CO9 Ctf)' CO scripsi. 
In hac igitur aequatione quantitates a, n, e, (h) pro constantibus , 9 at- 
^ta!& A 'pt^ fuflcUonibus ipsius;- r tvre f et iUatrHBi oQMtantium, et v^j\r^ ft, 
nec non quantitates reliquae in iQ contenta» pto^ variid^Uibua..^ .fiiidcmpr^ 



(11) 



9CA- 

fanctioiiibas ipsias ty quae et explicite et implicite ia iis contuietor^ :)l^~> 
bendae sunt. Perfacile praeterea perspicitar, partem dextram praecedentis 
aeqaationis, si terminos in uitima linea positos excipis, esse quantitatem in 

Sectione tertia — nominatam. 

dt ^ 

lam per se manifestum est^ aequationes differentiales Sectionis secun- 
dae lofligitudinem mediam perturbatam et logarithmum radii yectoiis sup- 
peditantes ad quatuor corpora extendi, si termini ipsius i2 ad quartum. 
corpus spectantes restituuntur, siye si ponLi 



^,*-r»-/*] 



^-1^1'j;'^''^^ 1+ 






1 . ^/„'— »*— / 



M-i-m\ J„ 



2i" 



-I 



\ . 



quamobrem aequationes praecedentes , substituto hoc ipsius £i yalore, ad 
problema quatuor corporum pertinent, et mutatis mutandis aequationes 
analogas ad corpora tn' atque m" spectantes subniinistrant. 



8. 

Ad integrationem aequationis (10} sublevandam animadverto in Sect V. 
art. 6. inductione demonstratum esse, ipsam W in omnibus ad eius verum 
valorem obtinendum instituendis approximationibus theoremati art. 9. Sect. IV. 
subiectam esse , unde sequitur W induere debere formam hanc 

W z= S4- r(-|-co8<p4-|.e)-f »P-|-8iii9) 

t 

;iibi 0, T et . 9'- functioneB sant ab ipsa t liberae, et <p anomaliain verani 
;;.!. pore eUipticam adiumento ipsius t compntandam denotat. .Habemiis igitar 






dt "^ 



- 1 1 






cos g) -4- e 



I* !•» f 



vrr? 



Substitutis his yaloribufl ia aequatione (10} y naiiciscimur poft conni 
fiamtos tominoa duadeni formae . ; •' 



' • » ■ « 



m 



r 

t 

t 






(12) 



I 



•'.>;'><;. . >.• 



« • • 






dT' d'^' dS/ dT* 

e quibas, matatis mtttandis, similes aeqaationes pro — , -^, — , -^j letc: 

nanciscimar, e qaarum integratione perturbationes iongitudinis mediae et lo^ 
garithmi radii yectoris pendent. Itaque quum praecedens ipsius W expres- 
810 aeqnationi 0^} ^^^^^^ satisfaciat, demonstratnm est, ipsam fF theo* 
remati Sect. IV. art. 9. demonstrato rigorose subiectam esse. Istas autem 
quantitates P, V^ ^, quas, ut iam dixi, ad sublevandam tantum. aequatiQ- . 

num pro — , -r— , -^ integrationem introduximus , integralibus inventis, * 

eliminabuntur , ita ut statim ipsarum fT, W ^ W" expressiones habeantur. 
Integrationibus his persequendis inserviunt aequationes (7} et (8} nec non 
aequationes analogae ad corpora ml et m" spectantes tanquam aequationes^ 
aoxiiiares. ' l'-*^' 



Ad perturbationes latitudinis yersus planum fimdamiBniale , cuiuB situs 
in hoc quoque problemate prorsus arbitrarius supponitur, et reductionis km- 
gitudinis ad idem planum investigandas easdem aequationes 0^3) Sedt. IL 
et earum similes pro corporibus ni atque m" habemus, si in iis expressio 
(11} ipsius i2 jiec non anaiogae ipsarum iQ' atque <Q* expressionea substi-i 
tuuntur. Ut in his formulis mutuae orbitarum coiporum m^jni atque m^j 
inclinationes iongitudinesque nodorum his respondentes introducantur, qup' 
forma ipsarum i2, SH atque W computationesque omnes simpliciores red- 
dantur, idem adhibendus est calculus, quem in Sect II. arit)22«.£(e^^ 
respectu generalis trium corporum problematis exp9suimus, Quum vero/ 
orbitae tre^ . trium corporvm m, m', i^'' tria forment .in spalio iHanguU 
sphaerica, necesse est quantitates J, 0y^, 9^, ifk^ proui ad hoc vel i\^\ 
Ittd tiUog^alata p«i1uietfiii',''^o niiodo,<qaeiii m ari 1. dedgfaaTimaSq a se 
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.\\r\) 



■.\vl ' 



inYioem discernantur, Eiit igitur nobU I, inciinatio miitna orbitamm m 

atque m% J, inclinatio mutua orbitarum m atque m' et T inclinatio mu- 

tua orbitarum m^ atque m"^ quae inclinationes etiam resp. per Ty JT, I^" 

denotari possunt; enint porro 

(ciim plano flmda-} 
( meotali rediena, ) 



' VK M.SJ. (anodoascendenti hu-) / (asque ad nodnmascen-) 

; 9, arcuaorbitae m j^^ ^^^^^ ^„^ ^^^^^ J m ( ^^„^6^ orbiUe | 



m 



l" 



!PJ m \ f Ci^ i..A_ \m 



Jf 



m • 
m' . 


• • i ■ • • 


• • • 


m' 




nt .......... 


fll 




' • • • 


III .......... 


m • 
m' . 

ni . 


w » • m 4 
• *• • •• • 1 


> • • • 

> • • • 
• • •■ • 



4^,1 •••;•••• nt mt 

9^„ m' m 

^ % m' • m 

«^' m" m 

*/'• . . • . • . iii'' m' 

./ (anodo dea^cendentihu- 
ins orbitae cum orbita 

!P;, m" m 

V,/ : . m" m' 

• • 

W '. . m .'. ' m 

!P" . . . .. « ... m ..;..... ^ ...... . m' 

!pf". ...... m' m" 

deiuqae 

(13)......! ^/ = ^,4-x'-<»', <= ^.4-r-o'% ^"= ^+z -« 

lam quum nodna asc^dens orbitae m in oibita m' ab eiusdem orbitae 
nodo descmdente in orbita m' arcu 180 graduum semper distet, et eadem 
felatio intet reliquos nodos locum babeat, habemns aequationes conditiona* 
Ic8 ba» 

f4jL^ 1 9— ^=180-, y:-<=180-, y^— ^^^=180- 

a*)--{ <p;— ^"=180% ip'— ^^z=180-, (pf— ^;=i80- 

Quibus statutis , aequationes (41} Sect^ II. abeupi in 

#/'c:;lain«) — ^+cescp — 2-.~«int^ — ^ — cosij — ^- 
~/ ~^/ cost "^ ^'cosi ^'cosf _ 'cosf 



e quibas mutatis mutandis similes aequationes pro d/^ ckp^^^dif,,^ ^^„*i 
elc. obtinemus. 

j 

5. 






Siot porro «icnt.in aii. 25^. Sect. 11. ' 

« +« -(T^+l^^^-a^^^^JV,,,, rt— ff«-(,jp^^J+2ii„<=2K„ 

«'+«"-(<p:+<)-2«>=2iv:, «'_rt»_(9,;,_^:)+2i?:f =2jr . r .^gj 

j^+a—(if'+il,'^—2a't-2N', af — st — Cqf — ^il/^ + ^ift^iS! 
«•'+jr_(,p"+^")_2a''« = 2iV% ar"— *— (qp"— ^^O+^iyt^^K" 

«"+«'-(9':+<)— 2«:<=:22v;, «_«'_(g,;_^;)+2i^;i=2jr 

qoae aequationes suppeditant 

«-9>, -(«,-'?,)* = ^,+R, . 3^ - 9 -(«^ -'?')*;= ■y^+-K' ■ 
«'-t-(«,+'?,)« = -«^,-*,» «-'^&'-(«'+'?')f = iV-k' 
unde 

<p'-^, i=:jv;-jVwK,-K'+(rt-«r+i^,+ij')i - 

Hinc nanciscimur propter aequationes conditidiiiles (^14)* 

• 2V_JV'= 180', K=— JT, «;=«', ri= — i 
et eodem modo 

N-N' = 180- , K =-jr, «„=«-, « =-1?' 

iv'~.iv' = i80', Ji'=—jr, «' = «%■ V=^^' 

II $ ' W I ^ II l^ iil it 

Sint (iorro ;-i ^ 

P, = 2mi/rfn(iV;-i',), P: = 28inij:sin(iV:-r^., P =2riniJ 8in(iV-i»J 

^, = 28in§J,co8(iV;-r,), 9:=28inf j;,fc<iV:H,3, p,=28infJco8(iV:-,9l 

P= 28inf I'8in(iVV), P;=28inirsin(2V;-»;), P:'=*28lnir8in(iV-<)("""^ ^ 

^ = 2«nf J'cos(iV-»5, ^ = i8inf J^cos^iV-i^J), ^" = 28inf J"co8(iV"-v7 

nbi V,, i^, «:, etc. constantes snnt in valoribas ipsarum JV^, iV^ N^i eUt' 

contentae. Hinc sequitur, propter aequationes conditionales praecedentes 

esse debere 

»— v' = 180*, ^^^^ISO*» V-f^t^s^mV., . 
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unde emergit 

P.=P\ 9,=^. P=P% 9=9% P=P\ 9.-9' 

Itaqoe quum inter duodeyiginti qnantitates P, Q ei K hae novem aequa- 
tiones conditionales adsint, in computationibus subseqnentibus non md no- 
vem harum quantitatum considerentur oportet, et quidem has noyem 

eligemus. 

i 

t 

6. 

Computatio in art. 25« Sect IL peracta suppeditat, posita a loco 
(n)a et rj^ loco (n)rjy 

dt~ ^' ^y^dt^^dtJ 



unde, substitutis aequatiombus (iS)^ elicitur 

^ =-«0-co8f /jcosH-^^-sinH -%.co8G -^+rinG -^-j-| 

dt '^' * 'i /C08t<ft 'coBtd^ 'eoafdt 'cosfdt) 

^= «P+cogiJ!8iiiH,-^+co8H-%.-8mG -%--cosG -^| 
(ft ' '' 2 '( 'eoatdt' 'eoaidt >coat'iU 'coafdt) 

IJir " i [9,co8fi;+^,8inHl-^-[OsiiiH-Pco8HJ-^ 

^ ' j* ' ' ^ * f+[P co8G+p8inGJ--^.fpsinG-PcosGl-^ ! 

I ^ •. . ■' ■ ... 



ttbi . breVitatis capssa 



I • 



(18)^.... H=<p,+N—v,, G=tl>,+N^—v, 

scripsi , et e qolbiu nnitatb matancBs nanciBdnnii' his 






2691 



dF„_ 



^= «•F+co8iJ'{sinfl' -t.+cosfl' -^-sin G^-t^-cosG'-^! 
dt . " • * "( " C08I <fe •• CQ%( dt 'cosf dt "coafdt) 



_,^ ( [p'cosfl+J'sinfl']-^-[0'sinfl'-P'cosfl']— ^ 

* /+[0' co96?'+ P sinQ'] -^ - [O' sin G' - PcosG'] -%-_,, 

-^=r-«"9'-co8XJ''jcosfl'-^-8infl'-^-cosGf"-^+sinG''-^ 
d£ ^ ^ ( cost d^ co8t i2^ co8t(i^ eostiif) 

— — = 12 +^8ec^/ ^ , , 

(+[P'co8G'+K8inG']^ -[9'sinG'-P'cosG'] ^ 

Quae aeqaationes monstrant, noyem qaantitates P^, Q^^ K, P[,, etc e sex 
quantitatibus p, 9, p', etc. pendere, quamobrem inter illas quantitates tres 
aequationes conditionales existere debent*. Quas eruamus ante omnia opor- 
tet. Multiplicata prima aequatione praeoodente per factorem indeterminatum 
a sec ^ J , secunda per 6^ sec ^ I^ , tertia pa* 4 c^ cos ^ /,, 5 , quarta per a^ sec ^JT, 
quinta per 6'secJ/', sexta per 4c'^cos^J', septima per a^sec^J^ 
octava per b" sec § J" et nona per 4 c cos ^ J*^ , omnia producta addantur et 

toefficientes ipsarum — ^, — rv, — 2-. etc. sinffuli cifrae aequ^es sta- 
tuantur. Quibus factis, nanciscimur septem aequationes has 

0= « (^+«9,)8ectl +6(^-« p)secXJ + 4c(-^-0c<>^ i J, 

+<(^+<O««'=i^>*:Cf'-<^)««''H,+4c:c^'-0<=<>^ijj ^^^> 

+« C^+«VD »ecir+6'(.f: -«'p-Jseotr+^c-fii:-,') cosi J 

o=-a^ cosH +6 sin fl,+c [9, cotH^ +P sinfl,]+o'cosG'-6' sinG ■+c'[9'c03G'+P'8inG'] 
0= a sin fl, +6,co8fl, — c, [Q sin fl^ — P cosflj -a"sin G'-6'co8G'— c'i9', sinG'— P^cosG'] 
0= o,co8G,-6sinG,+cJp]iM)sG|+PsinG,]-a:cosfl:,+6:sinfl:,+c:[9;cosfl:+p8infl:] 
o=-a^ sin G,-5,co8G -c [9, sinG, -P, cosGJ+o^sin JT+ft^cosH^-c^fp^sinfl^-Pcosfl:] 
0= o:cosG;^6:«inG;+c:[(p:co8G>P:sinG:j-o'dosfl>6'sinfl^+c'[9"co8fl^+P^sinfl^] 
o=-o:8in G^-6>8G W[9;«n G^r-i^JOfG^^+o^si» fl^+fi^cosfl^-c^^^' nipfl^-P^cosfl'] 



m 

Qttodsi sex quantitates indeterminatae ex. gr. a 9 6 , a^,.&^, Oy 6', elimi*- 
natione functiones reliquarum trium c , e'^, c*^ ex ultimis sex harum aeqna- 
tionttm factae in prima aeqnatione aubstituuntur, haec formam induit hsUic 

= ^€^-^-30^^+ Cc 

et propter indeterminatas c^ c^, c statim suppeditat 

quae requisitae sunt aeqaationes conditionales. Eliminatione instituta, facili 
opera inveni ' ' 

-<,[9^„«ni(C'„-G, + G'+H-H,-H")-P'„cosi(C;,.G, + G'+H,-H,-H')] 
+ c-[9'smi(G,-G' + G'„+ff-H'-H:) + P'cosi(G,-G:+G'„ + H-H'-H0] 

b,r^i(G,+&„+G'-H,-H\,-H') ^ c,g,cBsi(G,+G'„+G'-H-H\-H'^ 

+c'„[Q'„cos§(G'„-G'+G'+H'„-H,-H')+P',smi(G'„-G,+G'+fr,,-ff-H-)] 

+ c- [Q' cosf (G,-G'+G'„+H,-H'-fJ',;)-r 8mi(G,-G'+G'„+H,-H'-H'J] 

6 quibtts pitttatis mutandis analog^i ipsarum c^^^^ h\^^ a', 6' yalores emergont. 
Si habita ratione aequationum (16} et (18}) hi ipsamm a^, 6 , a\^^ 
etc. Talores in aequatione (19} subgtituuntur, et brevitatis caussa sta* 
tuerimns 

i(G' -&„ + G, +H'-H',-H,^ = (a\-a-riy+v\-v+K, = L, 
i(G, -G' +G'„+H, -H' -HJ = («- -«, -0+«'' -f, +«'«= K 
HG'„-G, +G' + H^-H, -H') = (« -«'„-1?- }t+v, -v'„+K' = L' 

unde 

i(G,+G'„+G'-H,-H'„-fl') = K+K'„+K'-(.,,+,,>i2')« = L:+L\,+L' 

aequationem nanciscimur hanc 

« = ♦ j^- '^'^«^ ^^' ML+L'„+L'}+{P, § +p,ff js^iJ co.(L,+i;,+i-) 

HPf-^+^>^+'''iP>9'-9Pi\^ircosL',, 

+\P.'-^-^,^'«[P.f'+Q,9']\neciranL', 
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at praeterea dnas alias aeqaatioAes, qiias, qaam matatis matandis ex hac 
inyeniri possint', adscribere non est opus. 

Hae tres aeqaationes a se inyicem independentes requisitae sunt. An- 
notandam est eas relationes pare geometricas inter quantitates P, ^^ fi^, 
JP[^, etc. constitaere et locam habere, quibascunqae relalionibas U|ec1ianicis 
hne quantitates subiiciantur. 

% 

Computatio, qua in Sect II. artt 23. et 29. p atqne q primum in 
fanctiones ipsarum /, q) atqae '^, et deinde in fiinctiones ipsarum Pj Q 
atque K coavertimus, in qaatuor quoque corporum probiemate adhiberi 
potest, unde statim habemus 



dp = cos i 
+cosi 



an 



an 



Vi^ 



+ cos i 



an 



-fcosf 



an 



dqzz • cos i 



an 



+C08 1 



an 



—cosi 



an 



+ C03i 



an 



e quibus mutatis 

dri 



dp^-zz cosi" 



+C08I 



dri 



.+cosf 



dri 



Cf;)-«.+ C^)n^„H[''-vK„<«„-^)']'" 

Ct)""*^-- C^)fi&;H t»-vK„-C«ra,>l* 



> 



Ct)^*' ^^'+ C^)*^!^^ [«- V v(vU']* 

mutandis em^rgunt 



dP. 



d&J 



d^ 
r dSi! 
V.dP' 

dSi,'^ 



cos^ 



dK' -/4 C08 



pp- jco8[»' V -JT -(a - rl)(\dt 



)cosX J'^ (^^j^lsinKV-Jr.Ca'-,/)»]^* 

v.^(C^)«-^^> C^)i^'!-[«'-':-«--(v'»>]* 



a>3 



+cost 



— cosi 



^ an 






vt:; 



+COSI 



V o'»' 



Vi3i 



dSS! -\ P' 



:j(^)co. xr+(;^)^_^jsinKV-ir.(«'.,'K]ctt 



dSl' 






e quibus etiam mutatis mutandis aequationes pro dp' atque dq' deriTari 
possunt. Substitutis his ipsarum c7jp, dq, dp' atque dq' yaloribus in aequa- 
tionibus art. praec. valores ipsarum dP, dQ atque dK^ per illas qoantita- 
tes exprimentibus, elicitur 



dP. 
dt 



="".9, - v=iC^)<=«« ^^'+C^)n;^h"«^^' ■' 



an 






dqf 
da 



dti 



blC^)-»' i^..- C;ir)4Jfe!'=»'«™K''.-«--».+'«J'+'.--+«.-«J 



l;iC^)'-4^.'+Cw)i^>'i'-'="K'''-":-"''+"'>+''-':+«^-*:> 

=fC^)«<»i^.'-C^)4Ji77H'i^.«H(''-<-'i'+i)'+^-.;+if-K:] 



f = ". '•. + ^fC^) - i^. - C^),-^! -i^. 

)...xf_C^X-_^je.,xr 



+V=fC 



dsa 

dF 
d£l 



+i^fC£)'-ij;.-C^)4-Jk!'^'''i^'^K°-"--'+''>+'-'-+''-''J 

-^!& <-> i ^.. + C^)47^!«" i^. -K« -«.-rt>+-,-'.+«,-K 1 

+v^fC^)-i^:-Crl7)fiSto!''^'-~'K''-":^'+'>+''-:+''-*:i 
-^fC^)-i'»'+C^)fisk-Hi^.'^K^-«:-''+«:>'+^-:+«'-«J 









• ■ H'* 

•[(^-<-i*'-H?,,')4V-ir>ii 



v.'^ 



e qnibas mutatis mutandis aeqiaationes pro -j^ etc. elicinntnr; quae in- 

1i|;|iitii(Bi v^oi^ f^Hmtog ipsanttd P, 9;^ K,, F, etd snppediiktill 
lam vide discrimen essentiaie inter problema trium,' 'et probUmii' plii- 
rium corpomm» ^ Aequi^tiones quidem (12^^ H pro tribus .tantum corpo*- 
libus eyolutae eafient,. statim ad plura corpora eacteadi posient, quia dis- 
crimen in eo tantum consbtit, quod in functione perturbatrice H ter- 
rabd^ analaig^ addendi snnt, sed in jEieqnationibus pn^ecedetitibttt?' r^''^ie* 
fUk*Mf hiJtoUrr :JIae enim,''ad£tis temnnb analo^s, ad; proUcttia ^^uot^ 
libet corpoipi^: ^e^ndi ppssifnt et., abscissis t^rmii^^ ad qipaKtum corr 
pus spectantibus , problematis trium corporum aequationes subministrant, ^ 

-Wfr^tf eqifa ti On es pro ^, -^ alque ^ ad problema trium corpbrdtli piBrtr^'^ 

fl^jes . i^^ditio^e temiinonim. analpgoram ad proUema plHrimn -eoiEberam - ,:M-~-r- 
exlendi neqneunt 






* — 



Ad aequatipnes art. praec.^^ro ^p^^ f^9^ et^ l^itf^pnf^,, f^^^ 
qoam in problemaie trinm corporum in usum vocarimiis, transformationem 
adbibebo. Posltis; igitur - 



\ .1. 



»i«=-. 



Idh- Ct)4^H^:*,)TpfelC^ -¥+ (^tXife!- ^*^) 
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-».< 'i-* »: 
AP^ _" 



compiitatio eadem, qiiao ili Brtl..29j et |p/l9ect .If^'^ei»p^ctiti (tei0i8L j?.^^ 
a — n, loco (n)e, et — ^4-^ + *. l<>c® ^^ suppeditat' . *~ 






-i / 



-^ = I //H- fnt €08 [(a^T«,,-tq^-»-qi,)/ -^ Vi-V/,-*-*,- i/,] -H ^ii^ «» [(a^HJC^^-IJ^-HJJ^^^-t-Vf-I^^H-ifrtf J »• 

-♦.jg),M-9,it C08 [(a,-a„-ij,-4-^,,)* ^ v,^fr»-*r*/,]— //* 8in[(af-a,;-ij,-H?„)^-t^,-i'„H-*,-t„]{y. 

« 

(^bi tt denotat cos i) qnibaft aeqiiatioiiibp? re^pondept vakMsw finitiJiMifr 




-tl<; 



^„ = rfnloosfa— «9— «•fn4-*,+(«.— ^,)^ 



• 1 '. 






i.via 



■ ;.i •> 



:?I 



Mutatis mptandia., .ex.his a^quationibus. analogas; .pro ipsii ji^o, ^or^^rfii^ 
iUrr.U^ 4^^ ^) etc. iuuicisoiiMr#' £adem..ponro computatki^ posilii 

• ••• *■' '•'•■rf' 'T 

-jg-=- 1 /„t-l- /^ C08[(a,,-a,-^,,-*-i/,)^^v,,-if,^*„-*J^g?,t sin [(a,,-a,-i?„-«-i?,)^-HV„-v,-»-*„-t,] | /i^o 



i)^ . 



{'. 



*\' '''••. 



' ^A 



4ifflnto c or rttepo»d6 nt Talores' flnid Ipsarom p^^ atiqne 9oo ^ ' 

«00 = — 8inicos[x— 13— ^+«f,,4r*,,.4T(«,— 1?^>] . 
()tae aequationes inutetis mutandis ralores . analogos ipsmrum p^^^ ^oo i 
t/y p'^, ^'oo' ' **' aique ^f^, etc sikbmimrtnfit' Eadiem ^ieiSSkfat^ irfompu- 

peditat ■• V: • t, . ■•.''■; .i V- ■ 



; » ■ ■ . « ' . • 






/ . ■ . ■ < 



^ 






u 



•'■'.•'.■..'iJ». 

( q>,t co8[(o,-«'„-t-ij„)«-w,-v'»— *»]-»-/,< 8ill[(0,-0'„M-lJ„)t-M',-V'„— *„]| 

|H.9,,<co<(t/,,-^-;fl,)tW,,-v,,*4-*,].^/,,«;8hi(«',;-a^-^,>*Hy„H'^^^^ 

quibiis i^ores corre$poiident finiti ipsaram p^^ atque ^^^^ hi ,^^ 

iPooo ='8irf» 8in[x— «1— «+*^„+* +* + C<*%-«?3<l ■ 



«OQ 



00» 



J 



e q^Dus aequationibus , mutatis mutandis, yalores analogi ipsarum jp^ooo) 






;»,.<.*.*■;'.?/• 



9'ooo» «S l»^oo» ?*ooo> « a*q»e ^^» **c. emerguiit, 



§.n. 




«H 



V , . ^ '•■}','■ 

ii^ aiqudtiaktmi prioris pdtflgraphi, qua it^^m 
li otdinis diciuntur^ mtegratio^ ; V ; : v J"i ^ 

r».\. X -• .'■■■■, .. ■. . -• ' ■• . • .•-' ■ '^ ■><.. •■••■>\..i. 

■■-. " -•..■-. •. ^J '■;.*• 



)V-.v,^.,,.v.J",., .• • 



9. 



AatlB kMi^i^a 'tenni)li yarialiiliain pdoris paiagraiibi qpttititadBB^iiia-; -•' 
ximi , qui sunt primi ordinis respectu elementorum et o^^ ordinis respe- 
cta massarum, integratione sunt indagandi. . Quem in finem inlaeqJPi- '^' 
tipnibv 4Werentialitms ,ii s^emendi «unt termkii^ qu| respecte M fnaiM ^. 
sanun^^ *«ienientorum pniiii ordidis et simul ant (^nstantes aut cum ^ 
r ^^u^yyt edsinu jtt^f^s y^-j^ ^miiUiplicati ^unt,.^ i|r :jest oyifais nyajfia^ili;' -^ 
^^mim VT^' ndzj ndz^ ndz"^ w^ tVp, ti?' non . minus quam l^et 5^ sipt^ 
quantitates ordinis primi, ^t^stiAe^ ^t prpiluct^ hartub qiu^ 
, sario sunt aut secundi aut etian^ . aitioris ordinis, unde sequitiur.Jp.. eyolyen- 
dis a«^«i^i^wiJ[lA>iern^^ ^efMnitateii^^oducjtit^ m£^ 

lai|^-fpttliiplicatos in^ boo,, c^l^ulo omittfindOfl ^essa» QujnO' ii) his Mqui^i 






.u^K - 









•\^' I 



E\> 



^h 



^ 



(20] 



j; ;\el, ralHrtitlitii lib ^itflnnv cocfBcieltM-^^ (fff^f^ ,,^ ^j. 

' I ^ siiiil res^. ^notktites ^e^eMttales ^expreaiotbmi ()2) '^spectii 'g*, g^, g', P^ ^ 

^^\1 >^etc», et coefflcientes ipsatiiiii fi/, fi?'^ nec nbn ahehi 'e6e{&cieiiili»i|«^i^^^iCi .^-::- 

-^ ' p'al^ tesp.^ per /, r et r miittiplicati qnbtTenies mflferentiaies earandem 



r 



expressionuUi resjpectii r\ r et r. Quibus ptaemissis^ adhibiti^ae aeqna* 



• ' 



) 



tiombus his 

dg^dgV^v^^dg^drJ^ de~de^v,J^ley.drJ 

df a»_ ' 1 ia'ae ^j '«'(/'*». ^"i ^. ' i 

4 - 

aeqaationes (12) post evolutionem peractam faciie ita exhibentor 



''Ji»i:,. 



lUr aeaiaxt/ df ta .^ 1 ) • ^ 
dg TVr^. de Ir^l— «*) •',' 



dlr^ 
de 







+2TH'(^)-v^«'C^)!^'+2?l«'C^>vfe«'C^0K 



-^.C«^+*0(*)t^Ti(^>v^=^^ 









■-4(i35i*x'C^W:+''vS^Ca^>.+-°- - 






=-4eyy-^ 




t 



• 

obi abiqae yalores pofer' fliliptici siibstitaendi sant 



Qne aeqnationes statim moiiftraiit & esse quantitateiii secnndi ordiidg, fidem 
enim tennini ipdns -^ in -^ p^ ^ oMgi continentmr. Qnnm igitnr evoln* 
^6 ^qiiiUifl&ifii^^^^ed^^^ r et eVolirtae ^qnan- 

titatia ^f&aw maximns termiiyns sinr. habemns*' si non nisi tenmnoB pii- 
mi ordinu «Mpiciig^ ,, , , ^j. ^,^ ;.,^ . 



; • ■ - . » 



nam 'dnmes reHqnos aieqnanoiinni' C7!)^ ^^ (^!) terminog ad minimnm gecnn* 
di ord&l& hedeMuio ^e debercf, ex >|irkecideiitibib fkdle r^eninr. Cx* 
pre8[jo*^]^nie6dd^ iplinii W mippeditat 

r^r- I rr-^!r8m#+ ^cog^ 

i ' -* - '-i "'-> r V. '■ ■ \\--i \. 

hinc . (> y r t 



•^ ■• 



•> ^ . • 

• - . " I '• . . V. 



Irtii ir=i *. : 3?iin g^ SPcoiig— y ^tmg4t^J -^ cos gdt 

: f-V . ^: ;it -s ■. .. j ... ) \. . •; 

^ ' • 1 ■ • 

$^ ^^e.^erji^ljcitqr^ ,,tpr|D|^ bAjrapt ei^ressioni^ snb signp integratio* 
ms contentos ordinii maBBamm esse^ itaque omittl debqr^ I^i^frjyp^a ^fi^ 
in hoc ct^qilo 

\y^m^ci:cfVMbkgrr'^oongi^ w 5? -^iTcoa^^l: WfBiag 

qtK^nfgmw&fpg^^^ enppedhat fi^+« = o, et eodem miK 

qni Talores i^ a^^atifw^pa •jprfMipedetttibtt» pro. ~ atfoe ~ 'i!iibftitneiidi 






«vef&cieiitibas .ipTestigari possint , necesse est indoles fiiiicfloiiia Si foojudfr- 
tetor. Qntem in finem pnmwn ap][)ono e^ressiones muia^ distanauam 
matoarum ^, <, et ^ secundum art 25. Sect II. -tea''"'!"^^' ""^^** "" 

4« = r' + /'-2ri'co8*'ii,co8[/*-^?V0/-y-n)'+2KJ 

—21^ sin» i J, co8[/ 4./^+(y 4- j^ +2a,)f+2iV;f"*"^ 

<* = r'*^*.'^ii-2,^/'608*f /„ C08 p^,-jr^+ (y ,4,/cva,^#«|.2kj 

. .— 2rV%in'f,rco8l/'H-/'4.(«'-(-y 4-2«;)*+2in 

— 2r'r sin» irco8(^Hr/-4-%>»t4-.lW;)^4rai^-:.>7q 
qD98 ita quoque exprimere .^pbis licet ; K 

^» = /' 4. r» _2r'r cos^iZ: 008^^ j-r/+(»' rt-=^2q')«+2Jr ] 

— 2r'r8in*f r costf 4./4.0/4:^"4:2«/)*-f-22V'] 

<«= r"4.r'»-2r'r'co8Hi:co8|/-/4-(y'-y'-2q:)*4-2ir] '""' 



v.m; .. — Vr'>hi^fr-i?i8\/i-/+t^'4.yH"?air)f4-ti^ , 
4; = 5^ +r •-«'T'cpf4^t6i-ji-^,4,(y-y:-?^^ 

-2rr'8inHl cosf/ 4-/4.(y + y'4-2«„)f4-2JVrj 

Xco8|ig'-|-iV+r[(y_y-2i^jf+2*j-}-n(H-y'+2«jf'4-'i^;;;]r'*"' 
4- X C08 |i)r W-K[^-*^T-2)?3#+2^+lJ»*[ty^'4^«3*^Qr„]| 



ir.ipdft»lwa>;t,.:f'v«% i^iioMneBiiwfoi^iritegri jaV^iMuiW^Kft^iadTnfMifp 
ringuiatim attribuendi sunt, et mutatis mutandis hanc expressirmm^fgplgf) 




compiurit^ii^Ve^eritur; ^iiun fadli comparatiAie' mstituta inTenhi 



S-Of ^i)=i= f^~" i--i 
\i,$%r,il = *x+*a^+VH*4«i«»'i* ^^lkse^^^^^^+eta 

futtmdif^i^ f^ «toJ^)iiMii«mlHgQdbneKponeHtiiim<) sijg^^^oimjfer^^^tStiii-gmnenlih 
wmKiif JuiuiApimtimr.iimiiitiipoAiitm^ aiitpi«mnia'^mDivr 

«iMmt^JqpiytfefltevrdiflbMnti^^ AnBpccti ^>^ ^j^etid lAd snMmmb 

per sinfi multiplicatos , itaque primi oi4kii eiMV^ ^^aM.ijtt^i^aami^ 

6Pj. etc. multipjicatog termi^os primi ordinis proferre non posse, itaqiie 

rdtttiendor^sse. ^^' 

!iiifn<toi4>vCTi«*»J«^>pMpo» iw^tatttilmmb >(^2i9) 4ttui i i (i iy jloe - '*ip 

%nm^ltmm^yaqBamimQi{p€tr^dm Mla^baq^actv e]diffiBriHyiate si^fifii^mini 

ntmiriiiffirdi«ia ili ipift;iAiienmMoe piiim iiidiiipMn^iliw wkpimfiBiv^mb^mfi 

<Sttlllal& ^^^&emji''if l^ 4^' ai£^iie\ f == o^ prae^* 

dentes nna existere non posse/^itaque taiem termmum m Si Tocnm non 
liabere. Hinc conclniitmr f^ \]b- ii|einiiiui ^mmftos - indagandis esse debere 
f =:0| nnde •eqoitur aat, ... . , 

• — r == o, • -t-r=i: o ^ 

ant 7fr>'' ii'. tiiifl 



« l V » V ■. 



«mt ..; ,• , • - ■, • ,:;, V ■■■■} ■..■•.. • \\ ^-i .■■..••-•:■ 

luDfiM^Oitiones i=# dtqne /i= o in iterliifl efc qniih)fifMdiiMtu.^tei^^ 
wSbm salwtiti^ monstraiit, ^ hag aeqwttonesii nna . exialQre jion .^osse^ nidei 
tflesr tenninio» in ysa Si omnino non- ade^^r«ondnditnr.r .AeqkatiomUiui 
r€KO:izt.o atqne fzna ia .pAsmB coniunctii aequatiMnbufti;-fabi|lttntii3, 
tm m u u t t,— o^ et iifidem in Becnndb snhftitiiliii^ oiitittdnnaj/i;;^^ 
Inbenms in ipsa A terminoB kot ^ o\ ;'t.i:i - . -: ix- 

+ 2cc'^o,o, 1, o|^ C08 [(y — ar -^iii^ tI: 2yr ' 

qui soli 8unt Aermilil einB gei^eria :et'or^fan8^'qn 



• ■ ' —_.•-. « *._.».'» 



fuppeditant 



\- \ 



W V ■.'-•> 



■.y 



t * 



+4anc'|0,o,i,o|„Bin[Cy— y i_*i,J)|+;ilfeJ 

2«i(^ = 2a»^-ll^g2£L + 2fl» ^il^:^H4W^,o,.,o|,cos[(yy-2i,3H:2*^ 

H>ne'|o,o,i,o|,,co8[(y.y»-2i?„)42if;^ 

Bevertamur ad temunoi «equationdtm^^l^Jd^^^per ndsetio multiplicatos. 
T .( Quum eeoandnm praecedentia termini imBzimi^«}pearami4ids'eiiqnei:i4r 
per coi g^ ^atqne sin ^- 'nndtiplifcati innt^. in torminii^^^piiiii 6k mm 
dii esse debet jz=±l, atque i — o; quum pMB0r4cfrmkiii(^pafartJi] 
ndsi atque to ipsai 2^ et ^^ contineant^ ^ae:.primi.Qr4Mi'siunt, et ter- 
vai4 re^pectH aequationum (20) aut per e diyidiin^,. i^f,,^^^ 
ren^ectu e iubiiciantur; termiiii ipd^^ Si nuno^ inycpfey^f ipn^^ fm^ 
respectn ipiins e.esie debent' H^emui iptur , . , - :. .i. . >.,^r. 



«ii. :•■)!' .-. 



unde t =0 ieqmtur. Termim igitur .^uaeim fnnt. ' ^ 



iU£ 



A = 2e^i,o,o,pf coig+2e^i,o^o,oJ coig 
iiinc elicitur Iob 



aai 






-4aii.a 



il|i,o,o,oL . 



da 



--:;> ^ 



^ 8iiig44aR^i;ogo^o|.;u^f 
+4an.a^i^^5?^'^^»^^^ 



.<.) 



nec temiiiios ^C^^ atque "^0^3 ^ coefiBcientibus ipsius tci dontentb^ 

ad quaesitos terminos quidqaam addere posse,' facile perspicitnr. Eodem 
qiiP: «upra finpdo conchiditor in aequationam (20}> coef&cientibus.ip^an^m 
n'dz atque tu anie omnia esse debere i = o atque fzzzL^^ ,g]9at^U8,ad 
priorem ipsius Si partem pertineant, porra 

I 

-olr,- ^h; ■ ,;■:.( i'!' = o, i'+«" = o> :^(i— 0=1 ■• - -.«1.% 

unde l' = 7l seqnitar, ita nt t' = '^l 4ioit<^«iideat 'i](iiBi rt± -ipti^iH 
t* = 4- 1 ipsi f = — 1. IBnc elicitur . 

i2 = 2e |o, 1 ,~i ,o|, C08 [/— Cy— ^— 2)^,)« -|- 2*,] 

^tICw) - C^)i =- *^ ^°''' - ^'**^' ^*»^ i^-O^^-n^+a*,] 



( 



quibus coefficientes ipsanun ndz' atque ti?' plane^ siml^ ^unt. .,m^suifj^ 
termini quaesiti, r^liqui s^utem aequationum (20) .termini altioris ordinisi 
generisye alius sunt. :«k> . > ' . 



• < v. . . 
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11. 



Antequam coefficiftniinm fn art praea inveiitaram Talores in aeqmrtkK 
nibns (20} substituimus , ex re est relationes, quae inter hos ooeffidentea 
oditere debeant, inrestigare. Habemns 



p«--- ©=£0+§-cS) 



4f ^ dk 



«t mrtriim atqae «d propositam nostmn speofantes tenmni ipsafmn — et -^ 
smit hi 

(^odsi ponimus 

CdQr\ d|o,o,o,o|^ 
l^J ~ de 

et enndem terminum in dextro aeqnationb praecedentis membro Teprodttr 
cere Tolnmns, ponenda est 

Si = |o,o,o,of^+2e|i,o,o,o^^cosg' 

alio enim modo termimis Siie reproduci neqoit Substitutis Tero his Talo- 
libus in aequatione (21} f nanciscimur 

d\o^o,o,ol, _x^^ d|o,o,o,ol/ d\i,o^o,o], 



de * da, ^ , da 



Posita porro 

dSl 



(— ) = 2|i,o,o,o|^c6sgr 



qnae non minus quam illae conTenit cum generali ipsina A forma supnir 
allata, eaedem . aequaliones praecedentes subministnuit 

g^ C i d\o,Q^O,€i, 

2 |i,o,o,o|, = —^ ^ 

unde 

dio^OjO^o], ^ ) dii^oji^o], 

(22)......;^ eoitem modo inTenitur 



^%2L = _e|,,o,o,ot-.e«^ii^ 



^ 



i -^ A 



« 



(V 




Aeqaationi (21) riinilis est haec 

• • • ■^ I 

qvaire, d ponimiis 

(g) = 2e |o,o,i,o|,cw [(y-j^-2,^+2t,] 

qnae inin generali ipsins Si fonna convenit, in dextro aeqoatioms pra^ 
cedentis membro ponendae sont hae 

Si = 2c|o,i,~i,o|,co8l/— Cy— y'— 2i?Jf +2*,] 

ut ille teniiiiras reprodaci possit, qui alio modo omBSno repfodad . nuqrft 
Substitutis vero hb aequationibus inyenitnr 

|o,o,i,o|, =_|p,i,-i,ot-i^^^' 
eodemque modo •♦■••|.."..|. ) 

|o,o,i,oJ,,— — ^o,|, — i,o|,— io-5— ^^; : 

lam substitiitb codiBcientiiim ia art. praea eTolntomm nec non ipaa- 
mm nSsy to, etc. Taloribos in aeqaationibos (20), omissisqae postnlb^ 
stitationem terminis per sin^^, co8 2^, sin 2^', etc. multiplicatis , quia 
alius generis sunt quam quaesiti, nanciscimnr propter aequationes conditio- 
nales (22) et (23) 

+«,X*''+208in[(y-sr'^2*7,,)t+2*J-tf,,9^cos[(j^y'-2iyJt+2*„] 

^^-(*r^,)(We)+<J.(r+2c')co8[(j^y-2i?,)t+2*,]+C,!P'rin[(yV-2,,))^-^^^^ 

+c„(r'+2eO«VB[(3fy-2i?„)<+2*,,]+«,y'iin[(y^y'-il7,^*t,,] 
tbl brevitaitis caussafeci ; 

afojOAo|, _ , __ <l^o,OAol, 

, «» — s— -*«*<' «» — ^ — -*v« \ 

2an |o,o,i,o|, = 6, , 2a» |o,o,o,o|,, = p^^ ? 

Ex his aequationibus nancisdmnr, mutatis mutandis, aequatiiMies pro -^, etc. 
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E . . . ! 1 

Revertamur ad aequafioned art^ T ^ro -r^, etc; 'Primo oculonmi ob- 

Uv 

tntu perspicitur -j^ esse ordinis secundi, itaque in hoc calculo Jmittendam., 

Quum ipsius Si quoiieQtes ^fferenttates reffpectu.P, ]Q^j e|c. e quotienti- 

* 

bu8 differentialibus respectu ipsarum /, N^ etc. pendeant, in generali 
ipsius Si expressione primum ponimus 

r = ±: 1, atque i— i — r = o, r-f-i — i" = o 

quum vero in terminis quaesitis etiam esse debeat izizo atque i — 0^ ae- 
quationibus praecedentibiis satisfieri non potest , unde concluditur terminum 
MvDUi f^rm&^id. tS mon adQsse. Restat igitui; solummodo, nt ponnmup 

t = f rr-t =1 =0 
ande 

i i2= ^,o',o,o^;+|o,o,o,bf,,, 

Mve 
' i i? =: I4 sia* a /, + etc. + h^ sin' "1 J, + etc. 

qoae, qunm sint p; + p,*= 4shi'|/, et P," + 9/ = 48in»f /,,, abit in 

' C^>=i'^^^' Ci|)=i'.^;. C^)=i*i^^/ ■ ' 

^ Qoussis igitur terminis Becpiljdi et altioris ordinis^ unde coiistwt^}^,, il^', 
.^ eta loca 11^9 £^^ etC;, <ponere et co3;^J^, etc. pmittere nobis licet, aequa* 






tiones art 7. suppeditant 






.1, 



^=r('^T«^lW.+«ft«o4(a,r«.-ij,+i?,)^H',-r„+V*J+*.^^^^ 

+<9>s[(«'-<-i?>^)<+»''V+ft'-*:]+<Pisin[(Vr«:^^^^ 






ttbi breyitatb caussa posui 



' 1?.. 



^ . 



'. »v 



» •'.'. 



r V^ 



e qaibiM |KeqiuKtibiii))lis niHtatb mutaiidis analogas pro-j^, etc. nancisciinBlv 

Determinationem igitur terminorum primi ordinis, quos incognitae ho- 
strae continent, ad integrationem duprum systematum aequationum differen- 
tialium linearium cum coefflcientibus yariabiiibus reduximus, aequationnm 
(24} et simiiiniA et aequationum ([ 25 ) et similium dico integrationem. 
(^>' Qnae qnidem aequadones propter quantitates 17^, i, etc., quas continenl, 
y ; io aeqij\ationes lineares cum coefGcientibus constantibus transferri nequennt^ 
fiictb vero ij^, i^, etc. cifrae aequaiibus, positisque 

Y=z rcosy*— ^'sinyt, Z =, Tsmyt+ ^cosyt^ etc. 

B,= P^co9{at+v;)+g^smiat+v^^ efc. 

abennt in 

quae aeqnationibus notb ab ill. Lagrange primo datis similes sunt. 

Attamen licitnm non est iil aequationibus (24) et (25) quantitates ij^, 

Jkp etcu cifrae aequales ponere, quod si fecissemus, in secunda et swbge- 

, qofliiitibiis apprpximationibu^ ant terminps per tempns ipsnm multiplicato^ 

inveniremuSy aut terminos in approximationes crescentes, qui series di-* 

Tei||wt68 GonstStnerent. 

1». 

lam ante omnia necesie ^t, reiationes inter P, ^^, K , PJ^ etc in- 
dagentnr , qnem in finem aeqnationes conditiohales . in art. 6. evolutae in- 
t^;randae sunt. Quum vero earum per P, Q^^ etc. expressa forma admo- 
dum implicita Tideatur, e re est eas transformare et ope aeqitationnm (17} 



\ ' - 



t ' -* ' 



ipsas J, N^t ete. loco P^, Q^^ ete. introdacere. Quflbus factis, Mqnatio- 
nes nostrae conditionales , postqaam prima per ^cosf JT^/cos'! /"df, secnn- 
da per ^cos^ J^cosf J"d( et tertia per ^co8§ J,co8^ J,/ctt mnltiplicata est, 
' ita se habent 

o==2cogfJ,co8iJ:.cosiJ'8in(L+i:+Ji")(<UC-qd0+BiniJcogirco8frco8(i,+i:+J.0«^^ 
+ gin i j' co8 i r^ C08 i J'co8(Af,-M;+L')rf J:+ 2 gin J J, sini/ cos f J" sin (M-M^J-L^dSTj-adt) 
+8in§j]eo«tr„co8frco8(Af-Jtf,+L:)dJ"-2gin§J,co8fJ:8in§J"Bin(M^-AI,+i:)(<M*+«'<^ 

o=2co8iJ,cogfJ:,co8fJ"gin(L,+L:+li0(d«:-^:««) + co8fJ,ginfrco8iPcO8(r+Ji:+J.")««: 
+C08 1 J, 8in f J: cos i J co8(M:-JII +L )d J"+ 2cos ^ J sin f r sin f r sin (M-M+LXdM+adf) 
+C08 f J gin § J^cos i r cos(Af -M:+L')d J - 2 sinf J sin i J^cos f r sin (M,- Jlf +L')(dM;+« dO 

^ _ 2 eos i J, cos f J: cos i J' gin(L + r+r^^dJT-ij^dO + cos f J cos i j;, sin f r cos (L^+Ll+ V) dT 
+C08 i I, cos i r sin i r cos(M'-Jlf +L:)dJ, + 2 sin fJ cos § J^ sinf r sin (M'-Af +L3(dJ»f,+ «,dt) 
+C08i J; 008 f j;, sini J' co8(JW;.-Jir+L,)di:- 2co8 il sin f r 8in|r 8in(J»f -Jir+L,)(dJir+«r:d«) 

nbi brevitatis canssa posni Jlf, = 2V; — v,, etc Multiplicata hanun aeqna- 

tionam prima per tg ^ J/ ^ 2 ^ ®^° C ^„ — ^" 4* -''/) 5 secunda per 

^ tgf J^tgirsinCM'— Jtf-f L^ et tehia per tgij^tgf j:,8in(M,-JM;,+L'), 

evadit, additb productis, aeqoatio haec 

•s -• 

0=2 co8i JginK sinir 8in(M>M+L,)(dK,- 9*) + sin J J, sin §r„8inf rcos^Jtf^-Jtf^+L ) dl, 
+ 2 8in i Jeoi»f 1: »in§r gin(M'-M +L:)(dK:-iy:df )+ sin \I sin iJ,;»ini^co»(jr-M,+L^ dX, 
+ 2 ginir,«hif J^cos^r 8in(M-Jtf:,+L')(dJr-iy'dO + gm f J gm *r sinf rcos(M-M+L') dT • 

Quodsi nnnc haecce aeqnatio a praecedentinm aeqoationam conditio- 
nalinm aggregato gubtracta erit, nanciscimnr propter aeqnationes hag 

dL, = («:-«'-.,,)d/+dK, 
dL: =(«'-«, ~orf»+<M: 

dL' =(«—«:— 1]') d»+dir 
•eqnationem hanc 



m 

+ [sinf j,co8 ir C08 §r di, + cosf j, «Bf r cosf rdj; +co8| j, cosf r 8mf rczr] «}o«(ii,+r +ii') 
- [8mij,8iiiir mnfr«u;-co8f j,co8f j>nirdj;-cosf j,8iniJ>«irdr]oo<jif-jir+j.,) 

-2 cosfJ, rin |r 8in f r 8in(Jir. - Af '+ i) d . (M^-Jir+X,) 

+[coBfi,«itfr8mfrdJ-8taiJ,8infr8iBfrdr+8infj,co8irco8frdJico<ir-M^^ 

- 2 sin f J, C08 §r 8in f r 8in (Jir - Af , + X^ d . (JlT-M^+li^ 
+ [co8f J,Bmf I^cosf rdJ,+ «nfJ, cosf r cosf r dl- sinf J,8inf j;; sin irdf] co«(Jlf -M^X^ 

-28inxj8ui§rco8fr8ita(M,-jii:+ii0d.(jtf,-jif;+r) 

4 

qoae per se integrabilis est integrataque suppeditat 

o = coQst. — 2co«^/co8f /^cog JjTcosfi +i^+ /i^^^+^cosf^lsinjr^sin-J J^cos 
+ 28inJJ^cos^/>infrc08(Jll'-M^ + l.J + 2siniJsinircosircos(M-M> 

Aeqnatio pro -^^ in art. 7. eTolnta dnsqne similes pro -y^ atqne -~ 

monstrant, factis inciinatiombns mntuis cifrae aeqnalibus, quantitates qao- 

qne i^, fij atqne ij cifirae aeqnales fieri, quare aeqnationes (16) in hoc 
easn praebent 

£,+Z'„+r = K,+K'„+ JT = -.i(9),-^,)-i(<p'„-^'J-i(9-1*') 

d Tero incUnationes mutnae eTanescunt, differentia quoque inter (p^ atque ^^, 
q/^^ atque ^'^ et y' atque ^ijf in nihilum recedit, unde X^4"-^'/,"i"^' = ^* 
Facfis igitur in integraii praecedente inclinationibus mntuis cifrae aequali-i 
bns , emergit const = 2 , et integrale nostrum abit in 

o = l-co8j/^cosJ//cosjrcos(Z^+i;+i') + cosf/sinf //sinf rco8(Af/-ar+liJ 

+ 8inii;cos J/; 8mirco8(jr-JM;+X;)+ «n^ /sinircosf rcos(Af - Jlf;+li>-(26) 

Aequationes nostrae conditionales per se qnidem integrabiles non snnt, sed 
fadle invenitur functio, quae, postquam ad unam earum e« g. ad primam 
aequationem addita eiit, efficiet, ut haec aequatio integrabilis CTadat. 
Posita 



o =: 






t 



'. ^- 



o = 



dX,+[cog§/8mjrco8fri^-siniI^Bmfr8m 

-2Binf J,8mirco8ir8m(M,-Jlf;+iO(aM,+«i»+d^ . 

+ [co8§i:co8irsmirdJ-8iniJ^8mir8inir€tf;]cb«(Af^M^^^ 
+ 2siniJco8iJ>mir8in(M'-M^+Ji3(dM, + actt-.dK; + ii;i») 

+[co8iJ,8inij;co8irdj;;+co8fj,co8ir8infrdr]co8(ji,+i>^ . - 

V +2oogiJ^cosf Jcosfr8in(Ji^+Ji;;+Ji')(dK;-i^;dt+dir-i2'di) 

ttU dX est.fanctio ignota, qnae ita determinanda est, nt lutec aeqnafib^ 
• revera locnm habeat, aggregatum ex liac et prima aeqnatione condi* 
tionali formatnm per se integrabile est , et integratnm integrale sup- 
peditat lioc 

X^-2co8fJco8fj;cosfrco8(Ji,+i;+Ji>^28in|J,sift§j;cog|rOT^ 

+2 sin f J cos f r sin f r cos (^M^-lk^+I/J 

ubi constantem non adieci, quia in functione X^ contenta censeri potest, 
Eodem modo sive mutatis mutandis duae reliquae aeqnationes conditionales 
subministrant 



o = 



= 



X^ - 2 cos ^ I cos f j;; cos f r cos ( Ji^+ Ji;+ Ji'')^ 2 cos f J sin ^f^ sin f r cos(iir-Jir'+ Ji^) 

+ 2 sinf J sinf J^^cos f r cog(M-Jir+Ji') 

X^-2cos|JcosKcos^rcos(Ji^+J/+JiO+2siniJco8§j;sinircos(iir-^^^ 

+2cosi J sinij; sin^r cog(Jir-^Jir+Ji^) 

et si aeqnationes conditionales praeter integrale (26) adhuc duo integn- 
lia revera habent, fonctiones dX^, dXJ atque dX" necessario differentialia 
perfecta esse debent. Combinatis praecedentibus integraUbus cum integrali 
(]26}) aequationea facile deriTantur hae 

10 = X,— 2— 2co8f Jsinir Binf r co8(M;,-2ir+i) 
= X— 2 — 28inf Jcos^r8infrco8(Af'-M, + 2i3 
o = x^'— 2— 2sin|rsin|rcosirco8(ii<-jir+i5 "■.. ^: 
' 6 = X + X;+ X* — 4 — 2 cos f Jcos \ r C08 1 1 cos (L, + i' "+ IT) 
. '. ' . -..■., i- ■ »J. 

e quibus emergunt 



f:f>.'t 



2B9 

2 Sin f 1, C08 f r Sin ^ /' (M*- Af +Ir,') = ]^4«n»J/,eo.»i/'„dii»jr-(r„-2)« J 

2 sin f J sin f JT, cos f r (Jlf - Af ,;+I.') = )^ 4 rin» i /, gin» i t„ co.» 4 '' - (it ' - «)» [ — ^^®^ 
2 008 f / cos f/ cos f i* sin (L - L^ + £*) = ]^4 co.^ i/,co.» ji',, co«»j;'-( Jf,+r„+ JC'-4)« 7 
Substitutis his Taloribiu in aequatione praecedente pro dX^, emergit 

o=2dx^ +cotgi/,(x:+3['-4)<f/,+tg xr( x+x--2)rfr+tgir(x,+ x',-2)dr 

+2^|^4.m» i /, co.» i I,,' .in» i /' - (A,,' - 2)* - ]^4 .In» i I, «m« i /„'00." J /" - (Jf-Z)»^ (dM^+atU) 
+2 ^)r4eo.«J/,co.«i/„'co.»il'-(Jr,+JC„'+JC'-4)«- )<4 .io» J I, co»HV «inHr- (Jr„'-2)4(<'^W-*) 
+2 ^)^4co.»i/,co.»l/„'co.«i/'-(jr,+Jf„'.+-Jf-4)*- ]^4.in*i/,.in»ii;,'eo.»4l*— (X"— 2)«1 (d/i' - if^) 

quum Tero sit X functio ipsanim i, J^', I\ M^ + at^ etc. , habemns 

dX, =. ^d/, + gdZ;+^,d/'+g.(dM,+«d*) + g.(dLV,;dt)+§,(dL'-,,'d*) 

quae m praecedente substituta hanc identicam reddere debet. Quo facto 
nanciscimur aequationes has 

?=2^*giW+x--4, orr^gcotgfr+x^+x--^, o=2^otgfr+x,+r-2 



= -^ + )^4 .in» 4 /, co.» 4 /„' .in» J 1« — (X,/ - 2)» — ]^4 .in» i /, .in» i /„' co.« J I" - (Jf • - 2)« 



dJCf 
^ == SL"'"^ f 4co«2 4/, co«a J/,/ co*'^ ir- iX,+ X^Z+X"-^)^ — ]^4 «in» J /, cos* 4 /,/ «In* J i* — (X,/ — 2)^ 



(29) 



O = :^+ )^4co«2 J/, co«2 i/^/ cb«2 J/-- ( J:,+ V+X"-4)'' — )^4 «ina } J, «io* J i,/ co«a 4 i" — (X " -«y 

quarum tres priores subministrant 

= x_tgx/ ^-Hcotgxr l^+cotgir ^ 

quae aequatio diflferentialis inter differentialia partialia ipsius X, integrata 
prodit 

X -sin'^Ia>r^^^ €os^-| 

denotante (p arbitrariam quantitatum qnibus praefixa est functionem, quae 
praeterea quantitates M^ + at^ L^' — ij^/l atque L" — ri"t continere potest. 
Aequationum vero (29) tres posteriores integrabiles non sunt, unde con- 
ciuditur X^ inclinationes mutuas, et tp praeter qnantitates indicatas constan- 
tes solummodo continere posse. Forma quidem simplicissima , quae ex 
praecedente ipsius X valore emergit, est haec 

37 
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denotantibus A^^ A^; ^ A" constantes. Substitutli hac expressione nec non 
analogis expressionibus pro X' atque X'' in tres posteriores aequationes 

(29)5 postquam quotientes diflferentiales -j^^ 'diT^ IaF ^^'*® aequati 

sont : elicitur A^ — A^; = ^" — 4 , unde denique 

X = sin^il +cos^ii; + co8^§r 

Quo ipsius X^ valore nec non valoribus analogis ipsarum XJ atque X' 
in aequationibus praecedentibus substitutis, magnum nanciscimur aequatio- 
nnm numerum, quae tamen non nisi tribus a se invicem independentibus 
aequivalent. Electis quarta aequatione C^7}, differentia duarum primarum 
aequationum (2S)^ et secundae tertiaeque aequationum (27} aggregato, 
habemus 

lo = 2cosf Jcos^rcosfi'cos(I/, + r + Z')-2 + 8in"Ji,+8in"§r + sm'ir 

(30) jo = cosf r sin^r 8m(JM'-M,+i;3 -sin§r cosf r sin(Af,-Jtf>ii') 

(o=r sinfi + cosf r sin |^r cos(M'-iM,+ X')+ sin fi', cos f i' cos (M, - M^+L') 

qua^ sunt integralia simplicissima aequationum conditionalium in huius ar- 
ticuli initio allatarum. Restitutis adiumento aequationum (17} P9 Q^^ P% 
etc. in praecedentibus aequationibus , emergunt 

(31) = 8 cos ii cos f r cos K cos CL+Ll+L'^ _8+P/+9/+P '^+^ ;^+p'*+p" 

0= liPP^+gg^smLl-iPQ-QP^^cosLjcos^r, 

-\iP,P: + g,Q:)s\nL' + iPg:-QP:)cosL'icosir 

o=p;+g;+\iPP'+g,g')coBL:+iP,g'-gp')sinL}c0sii: 

+ \iP^p:+g,g:)cosL'-iP,g:-gp:)sin L'i cosir 

Multiplicatis et harum aequationum secunda per Q^ atque tertia per jP, 
et secunda per — P^ atque tertia per Q^^ emergunt, additis resp. produ- 
ctis, hae 

f H2 1 j = P^+cos f /] P' cos L'^ + cos f r Q' sin L^ + cos ^P P^ cos L" - cos ^P Q^ sin l/ 

o = 9,+cos ^Il Q' cos L[ — qos ^I[ P" sin L[^ + cos ^I' Q[ cos Xf'+cos JjT P[ sin V 

quae una cum aequatione (31} rigorosa et simplicissima aequationum con- 
ditionalium art 6* integralia supt. 
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Hae aeqaationeB conditionales ad problema plurium corporum perfa- 
cile extenduntur. Ex forma, ei^im earum art, 6* aequationum, e %uibus per 
eliminationem ipsarum dp, dq^ etc. aequationes conditionales inter diflferen- 
tialia ipsarum P, Q^^ K , etc. emergebant, perspicuum est, in problemate 
plmium corporum easdem aequationes conditionales locum habere et prae- 
terea omnes, quae fieri possint , reliquas corporum m^ m^ etc. temas com- 
binationes similes aequationes conditionales sappeditatnras esie, quae tamen 
non omnes a se invicem independentes sint. 

Quibus aequationibus integratis, eadem integralia (31} et (32), n^ 
uon simiiia ad reliquas corporum m, m', etc. ternas combinationes spe- 
ctantia integralia habemus , quae etiam non omnia a se invicem indepen- 
dentia sunt, applicationem vero facillimam admittunt. 

14. 

« 

Diflicilii fortasse esset aequationum (24} et (25} integratio, si 17^, rf^^ ^^ ^' 

a 6e inyioero iDdependentes essent , sed perfacile perficitw, si hoc in iisiini 

Tocatur 

Theorema: 

Quantaecunque 9unt incUnaiicnea mutuae^ modo valoreM earumper* 
turhati periodicae temporis funcliones^ Umitibus qmhmdam circumcltiBae^ 
sive functiones temporia sinjl^ quae terminis per tempua ipsum multipU" 
catis careant, rigorosae aequationes hae 

%+%+n — ^ a^**« *.+*//+*' ^^ 

semper locum habent. 

Demonstrati. o 

huius theorematis ut obtines^tur, resumo ^equationfun (30} primam, quam 
ita exhibeo 

2cosf/;cosirco8§rcos(i+£>r) - -l+cos*i/^ + cos"ir + co8'f 1* (33) 

Facto cos (L + L^+L") = 1 , haec aequatio abit in 

2cosi/co8i/;cosfr=— l + cos"^/+cos"ir+cos'^r 

qnae facile reperitur esse perfectum quadratum, cuiug radix est 

37* 



ant cos il = coai(I'±I') , aat cos $/; = co«§(J»iJ;), a«t ootf l'=co»§( J,±j;) 
qaae aeqaationes in nmca continentinr aeqoatione hac 

o = /d:r=t:r 

ubi signa superiora et cum superioribus et cum inferioribus reliquis signis 
coniungere licet F^cto cos (JL, + 1',, + ^O — — 1> emergit 

— 2cosf/^cosfjrcosJ/" = — l+co8*^/^+cos*f/; + co8*ir 
quae 

autcosJ/=-cogf(jr±J'), autcos^/^-cosJCr^JT), aiitcosf i^^zn-cosfC/^J^^) 
suppeditat, quae in unica continentur aequatione hac 

Hinc sequitur, cos (X»^ + i^ + /') inter Talores +1 atque — 1 oscillare, si 
per yirium perturbantium eflfectus inclinationes mutuae omnes, qui fieri pos- 
sint, yalores deinceps accipiant, itaque arcum £ + L^ + L" totam peripheriam 
periustrarev Sin.autem inclinationes mutuae functiones* temporis sunt, quae, 
limitibus quibnsdam circumclusae, omnes, qui fieri possunt, valores acci-' 
pere nequeunt, eaedem aequationes monstrant, cosinum arcus L^ + L^ + L" 
inter valores maximos et minimos a + 1 atque — 1 diversos oscillare, unde 
sequitur arcum L^+U^^+V totam peripheriam percurrere non posse, sed 
inter limites quosdam etiam osciliare debere. E^go quum 

l+l;+l- = K,+K„+K'-in.'\-ri:+rtV' 

et ij^, ri^l atque 7i ita determinentur , ut in ipsis K , K/ atque JT termini 
per tempus ipsum multiplicati desint, necdssario esse debet 

Q. E. D. 

Praeterea quum indoies quantitatum K^, £/ atque K per aequatio- 
neti (16} explicata ex inclinationibus mutuis non pendeat, constantes arbi- 
trariae Jfc^, fe/ atque K integralibus fdK^ fdK'„ atque /dlT addendae 
eliam ab inclinationibus mntuis independent^ esse debent; positis Tero 
I^= IJ z=z r = o in aequatione C33) sequitur L^+LJ+ V = o, unde 
necessario esse debet 

Q. R D. 



Qumn qaatnor res qnataor admittant temas combiiiationes , senmdmn 
ea, qaae in fine articali praecedentis protalimas , in problemate qoinque 
corponun habemus aeqaationes has 

%+n'„+n" = oi %+n'',„+n"' = o 

el qoataor similes inter qaantitates h appellatas, atnimqaeyero harum aeqaa- 
tionam systema non nisi tribus a se invicem independentibus aequationibus 
aequivalet Prima enim aequatione ad tertiam addita, subductaque secunda 
et quarta, aequationem identicam nancisceris. 

15. 

lam ad aequationes (24} et (25) integrandas suppono inclinatione» 
terminis per tempus ipsum multiplicatb carere, unde aequationes loeum 
habent hae 

Si, uitegrationibus peractis, tales inclinationum mutuarum yalores eyadunt, 
haec suppositio legitima est. Harum nec non aequationum ij^ = — rfy etc, 
k = — Ib', etc. adiumento aequationes (24) earumque similes abeunt in haa 

^ = (y -(»,-(»„) ^ +<y,(r+2c')8in(V+2*,)-e,«^co8(A«+2*,) 

-6jiT' +2e") 8U1 (A'<+2i") - <J„ V cos (fc"<+ 2fe') 

^ = - (y-,»,.tt„)(r + 2e)+«,(r'+2c')cos(V+2«,)+tf, ^' sin ( V+2*,) 

+tf„(r'+2e")co8(fc"«+2i')-«„^'8"» {h"t-{-1¥), 

^rz (^-(«l-j»') V^ +<(r'+2c^)sin(fc>+2*:)-<9'"cos(Vl+2d 

- o' ( r + 2c ) sin (V +2*, ) - o' y cos {kt + 2ft )| 

^=-(j^-p;.-^')(r+2c')+<(r'+2c')co8(fc:«+20+<5''sin(A>+2ft:)| 

+ o' ( r + 2c )co8 (* t+2i, )- a' "P sin {hf + 2Jfc,) 

^'= (y -(»'-(»;> V -k-oiT+^e^miiltt-^-lli^-G^coiijCt-i-Vii 

-«^(r+^c^^siii^&^f+^i:)-©:?''^©»^^!^^*:) 

^^-(^'-[^'-(.^^(r+^c^^+ir^r+^c^cos^i^t+^ft')^*?' ^sin (&'l+2*') 

+<(r+2c')co8(*:f+2*^-<»P'8in(A:f+2*\ 



(34) 
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ubi breyitatis caiissa scripsi 



(35) 



y- 


-y'-H -K 


y'- 


-y-H K 


y- 


-y-2rf-h- 



(36) 



e quibus prodit h^ + h'^+h' = o. 

Qnibus positis, facili substitutione manifestatur , bls aequationibos 'dtf- 
ferentialibus yalores Tariabilium satisfacere hos 

r + 2c = 2e I cos D + 2e a cos (A t + 2fe, - D' ) + 2c'/ cos (fc'« + 2i' + D) 
W =7e$s\nD -2c'»sin (ht + 1k-D)+2e'f sin(h't + 2k'+D') 

T'+ 2e'= 2eTcosZ>' + 2e'8 cos(fc^+2*;-i)') + 2c/'cos(/t,«+2* +D ) 
V =2e'i's\nD- 2e's' sin (h't + 24', - D) + 2e/' sin (A * + 2i, + D ) 

r + 2c = 2e I cos D + 2e «'cos {Kt +2k'-D)+ 2e'/'cos (fc> +2*; + B) 
W = ^ei^sinD^-iessmiht+^k^-D^ + ^efsiniht+n^^+ff) 

si coefGcientes ^, «, /, etc. et y, y atque t/' ex aequationibus determi- 
- nantur his 

o = (JU—^, — f»J I— 0«»' — «/' 

= (y_2,2 -(*', -^')/'-0 ^-<,* 

= (y+2>2'— {*' — O»'— </' — o"^ 

o = (y— ?•'„—/) l' — <j'»—</' 
(37)....../ o = (y'-2V.-ft'-f.:)/'-o:r-o'» 

= {tf (t (ijg 0,« — 0/ 

o = Cy'-2>?'— ft,— fij/-e,r— <^,« 
« = Cy'+2i^'„-f*', -('')«'-o'/-«'„r 

Constantes sex e, e', e'% D, D' atque /)" arbitrariae remanent, uude 
; aequationes praecedentes integra aequationum nostrarum diflferentialium in- 
] tegralia sunt. Constantes vero J9, IX atque D" cifrae aequales ponere no- 

bb licet, quia constantibus, quae periheliorum longitudiiies denotant, se 

aggregant. Habemus igitur 



T = 2e (|-l)+2«^« eotCht+lk^+aeyeoaihl+^iky 
W= -2e'« iin(A,»+2i)+2«'/sin(A'/+2Jt') 

r^z^eX^-i^i+^iea^coiiChJt+lkJ+iefcoaChl+ny \ .gg. 

Vr= -2c'»'«n(*>+2ft;)+2c/sin(A# + 2*.) '"" 

T' = 2e'(f -1) + 2e *'co8(A'«+ 2*') + 2e'/'cos CK* + 2k^ 
V= -2e»'sln(A'<+2*')+2c'/'8in(A;/+2t3 

aeqaationibas tamen (36) infra ntemar. 

Eliminatis s" atque /' inter tres priores aeqaationes (37), | saa sponte 
evanescit et aeqnatio tertii gradus pro y emergit; eliminatis porro 8 atqae 
/' inter 'tres medias aeqnationes (37), ^ sua sponte evanescit, et aeqna- 
tio tertu gradas pro y', alio atqae illa modo composita, elicitur; eliminatis 
deniqae / atqae s' inter tres posteriores aeqoationes (37), |' sna sponte 
evanescit, et aeqoationem tertii gradus pro y' aliter quam illas composi- 
tam nanciscimur, unde quantitates cunctae y^ t/ atque y" novem yalores 
habere yidentur, qui quidem loco trium in expressionibus ipsarum T^ 7, 
etc. introductorum angulorum novem angulos eflicerent. Hanc Tero con- 
ditionem secus se habere ita demonstratur* Sint x^ x atque x quantita- 
tes novae aequationibus determinandae his 

y'=:ar' + 2i | (39) 

m 

y = X . ■ - 

quibas in aeqaationibas (37) substitutis, emergunt adiamento theorematis 
art. 14. bae 

o = (j^—2i?'—(x, — f»Jf—tf„ «' — «/' 
o = (*^-2j?:—p;— (*')/— O^I—oV 

(«r 0-^ g^f u 

X _(t _(t)« — 0/— I 

= (y-i-^i?:-^:-^*')!'-^'»-*?^ 

= («' _^-_p;)/'_o;i'_(y', y......(40) 

o = (j.'_2i2'— (*,—ft3 »-«„/—«, l' 

.0 = (*' —(*'—{*;) f—o; »'—«'/ 
o = (*'_2,'_p _ji)/_tf,r-ffy 

• = (*' +2i;>-p:-,*')«'-o'/-<r 



2MI 

Ex hi4 aeqnatioiubiis primo ocolonim obtuta fNitet, tres priores post 
9 dLique f eliminatas aequationem tertii gradaa pro j?, tres medias ean- 
dem pro x' et deniqne tres posteriores eandem pro x sappedituras esse, 
unde concluditur x^ x' atque x' esse radices tres unius aequatioms ter- 
tii gradus, itaque^ ipsas T^ V^ Y^^ etc tres tantum angulos diTersos con- 
tinere. Substitutb enim aequationibus (39) in (35), nandsdmur 

h — j?— j?' ^ h — X '—w 9 h — X — Jp 

Quantitates fi^, (a^^ (a]|, etc. atque <!,, 6^^^ o'], etc. adiumento Talorum 
massarum m^ m\ tn et semiaxium maiorum a, d ^ a ^ qui secundum ter- 
tiam legem Kepplerianam ex motibus mediis computari possunt, computan- 
tur; quomodo autem %^ %^^ ^' computandae sint, infra monstrabttur. 

Excentricitates e, e% e obserrationibus determinandae sunt, quantita- 
tes Tero |, l^ |', quae prorsus indeterminatae remanent, ad lubitum deter- 
minari possunt. Facile tamen perspicitur, sive hunc sive illum Taiorem ipsis 
$9 1% ^ attribueris, efSci, ut obsenrationes alios excentricitatum Talores 
proditurae sint. Quum |, |% |' arbitrariae sint, |=^' = |'=1 statuere 
optimo iure liceret, iande termini 2e(|— 1), 2cXf' — 1), 1e{^—i) ex 
ipsarum 7\ 2^, V expressionibus evanescerent, sed rei accommodatius est, 
quantitates |, |% |' ita determinare, ut longitudines mediae perturbatae 
ns, nV, nV terminos formae ^sin^, jfAng% Jtsmg' non contineant, 
sicut iam in praecedentibus in Lunae theoria feeimus. Hinc factum est, ut 
^, 1% I' sint quantitates, quae ab unitate qnantitatibus ordinis massarum 
perturbantium tantum diTcrsae sunt, et in prima approximatione unitati 
aequaies pom possunt. 

Faciie denique perspicitur e(| — 1) identicam esse cum quantitate | 

in art 13. Sect 11. in Lunae motu introducta. 

* — 

16. 

Adiumento aequationum per theorema art. 14. suppeditatarum et aequa- 
tionum conditionalium harum 

c=a', etc. n='rfj etc. v — v'=180*, ctc. Jfe=-i', etc. 

aequationes (25) et earum sinules transeunt in has 



^ =r -(«>:-<)9:--«'9'co8(Z,<+A>« Ksm^i^l+A^^-fl^p^cosCn+A-H^^P^sin^n+A') 

^ = («:-<-»:)j*;--«'^'8m(j,f+A,)+« i^coKi^f+i.^+rt^^^^ri+r^+a^Pco^^ri+r)/^ 

^ = -(«'-«-* )9'-«,ip,co8(ri+A:)-«,p, .ii.(«:i+o-<9:co8(z,i+AXp8iii(i,«+A,)| 

ubi brevitatis caussa feci 

tt—a—ff=r, v—v,+.V=X' [-....(42) 

«, —«'—n = ^ » % —*'-+*' = ^' 

e quibus prodeiuit l^^^-t^^t = o , A ^l^^-j-A" = o 

lun facili substitatione facta, reperitur his aequationibus differentiali- 
bns satisfacere Talores Taiiabiliom hos 

P, = C, sin I>, - 6, rsin irt+X'-D'J+f,C sin irt+X'^+D') 

Q, =: C,co8l), + 6, rcos (ri+A'-I):)+XC co8(«:i+r+D') 

K = C:8in !>:- &: C «In il,t+\-D')+f^C, 8in (^1+ A'+D,) (_ ,^. 

q: = Ccos D:+ 6:C co8(« l+A, -P')+/:C, C08 (ri+A'+D,) 

P'^ C8inD'-6'C,8in (ri+A^-D^^+ZC: sin (Jt+i,+D:) 

Q' = C'co8D'+6'C,cos(«:i+r-D,)+/'C:co8(ll+2, + D:) 

81 coefficientes h^y f,^ h'^^ etc. atqae a, e^,,, «' ex aeqaatiombas compii- 
tantor hb 

o = «,—«,— «'4- </'«+*«*' 

o = («,-.V'-<-<0/'.+«"6"+«' 
o =: («,+^' -*^^-*,p6"+,,+*,X 

o = «,+1»"-« -O ^+<+*,/" 
o = «^'-»"-<+«/+<6'. 

= («"-,' _«,_o/,4-<y+,„ 

o = K+^ -< -06'.+«"+^/, 
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CaBstan^ sex C^, C^/, C ^D^^ Lf^y D' arbitrame remanent, imde ae* 
qaationes praecedentes Jntegra aequationmn nostrarum. differentialiam inte- 
gralia sttnt. Ckmstantes Tero Z>^, IX^^, D' ^ qnae oonstantibas r^, i/^^, v 
\ se aggregant, cifrae aequales ponere nobis licet, unde 

' q;= c,-f6c:co8(rf4.r)4.xcrco»(ri+o 
W. 1 ^"- -6:c"8m(n-fAj+/:c8in(n4.r) 

p)..."j q: = c:.i-6:ccos(f /4.A,)4./:c co»(n4.x') 

!.' 1, ^= --*'C>»inG:t4-04-/'C:sin(«,#4-A,) 

Q'=: c'4.6'c,cos(r#4.o+/'^>osa'+^,) 

aequationibus tamen (43} infira utemur. Quum in his ipsarum P, Q^^ P^\ 
-etc. Taloribus termini per tempus ipsum ^iultiplicati desint, manifestum est, 
.'theorema art. 14. ad minimum usque ad secundam approximationem revera 
locum habere. 

Eadem ratione qua in art. praec. inductus hoc loco pono 

c' = e' 4-« 

i « = ' 

Muanun ope ex aetjoationibas (44) elicitnr 

;. o = e^_,'_«^— V 4.jr'^f4.fl;6- 
f o = («^ 4-1^, «_«' —»•)/' 4-«" 6' 4-«' 

(46) / ' « = 0'„ -«'-0/"+«,*, +< 

o = (a'„-i^'„-«,-«r)6,4-< 4-,««/" 
o = c*. — ^^*! — ar^ +*,/, -\'^'^'„ 

« = 0'-'?'»-«, -«'")/ +<>'.,+»- ' 
» = («'+«?,—<—«)*'„+«" +«'/ 

e quibns perspicunm est, e, e'^^, e' esse diversas uninfl aequationis tertii 
jg;rada8 ratUces. Substitutis Taloribus ipsarum a, etc, per e^, etc. expres- 
Isis in (42), emergunt 

I, ^e',,— e', f^ = £'— f r = 6,^t;. 



(? 



1» \ > 



qiiibiiB vtlore» ipsaniin P,, 9/' ^1,9 ^^* fiinctiQiies ipsamm i^, e'^,,:^'; reildi 
possunt. Positis in tribQS nltimis aequationttm (46) et 6'=o et fi^—rl^=Yi=Q^ 
habetur 

o = — (» +«J +«,/, +<*',. 

» = -«+«:)6'„+« +*'/ 

qinbus additis, nanciscimur 

quae est aequatio identica. Hinc sequitur unam radicum c^, ^^^ ^ dfrae 
aequaiem fore, si ij^, i^'^ , ij*^ essent cifirae aequales. Itaque quum liae quan- 
titates cifrae non sint aequales, una radicum a^, e'^, t eiusdem ordims esse 
debet ac quantitates ij^, ij'^, ij'. 

Aequationes memoratu dignas praeterea appono lias 

•»=i-v+0+t)-^-+*' 



0=1+^+/-+ (1-^)6 ' ......(47) 



»=»+0-7>,+0+f)*'» 



quae facili opera ex (46) derivantur. Quiun' quantitates i}^ i}'^, ij', uti 
mox patebit, sint ordinis secundi respectu Ipsarum C,, C% C, et duae 
radicum e^ e' , e' ordinis ef^ respectu harum quantitatum , tertia Tero radix 
eiusdem ordinis quam iilae, aequationes praecedentes monstrant duas quan- 
titatum 1 + 6'' -f//' 1 + ^ +/' * + */ +// secundi ordinis/ reH-^ 
quam vero finitam esse, et si c' sit radix eiusdem ordinis quam 1^^ i}'^, ij', 
l + ft',,-}"// ^sse hanc quantitatem finitam. , 

Superest ut expressiones ipsarum ij^, rj^^ tf inyestigentur. Quem in 

flnem, snbstitutis in aequ^tione pro ipsa ^ art. 7. yaloribus quotientium ^i 

dBfferentialium ipsius Si respectu P, 9/^ ^,!^ ^^^* ^" ^^* ^^* inrr^ntisy naih' 
ciscimur 

^ = vK«r'^)(^;+Q;)+K(i'.,i'+Q„<^><»8(i:f+A>K(^.Q.-Q;J^^ 

-K(j'„p,+Q;,Q3co«(n+x'}-K(i',Q,-Q;p,)8m(r«+i') 
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citi rimiles smit aequatioAes pro -^ atque *^. Substitatis io his aeqn- 

tionibus Taloribus ipsamiii P, ^^, P'^, etq. ex (45} desmnendis , retentis- 
qne solummodo tenninis constantibus , adipiscimur 

n=icr' !«•-« x6;+*/J+ic; k« -«36'-</;+«J*'+ic;'K« -«J/'-<+*, *, If' 

lam qnantitates x^ ai ^ x" atqne a^, e'^, e' hoc modo eliciendae sunt. 
Primum ex aequationibus (40} et (46}, dum ij^, i;'^^, ij' negligantur, or, j?% 
jp^ atque a^ , i ^^ , e*^ nec non coefficientes 6 , X > ^'ii ' ^*^* ' computentur , et 
Talores earum hoc modo eruti una cum obserrationibus astronomicis ad ap- 
proximatos constantium C^, C^, C Talores eliciendos adhibeantur, e quibus 
adiumento praecedentium aequationum iam ipsarum ij^, ij^^^, ti magis ap- 
proximati Talores computentur. Deinde his Taloribus substitutis, aequatio- 
^ nes (40} et (46} accuratiores ipsarum a:, a^, x atque c^, a'^, { Taiores 
iuppeditant, et sic porro. 



n. 

AequatiDnes (31} et (32}, quae relationes inter quantitates P^, P^, 
K^, JP^, etc. suppeditabant , relationibus inter constantes arbitrarias C^, i^^, 
i^, C^^ etc. inTeniendis inserfiunt. lam ex aequatione (31} emersit simpii- 
cissima inter - constantes i^, ti^ atque £' relatio, aequationes igitur (32} 
reliquas duas aequationes conditionales, qnae inter constantes sex C, C^, C*, 
t^^, if^ atque i^' locum habere debent, suppeditabunt. Ex aequationibos 
(32} mutatis mutandis emergunt 

o = P/+cQsfJrP^cosL"+cosfjrQ^8inX" + cos^/^P'cosX— cosf/^Q^smJt^ 
o = Q/ + cos ^J" Q^ cos jL*--cos f /"P^ an i" + cos J/ Q" cos J!i"+ C08 Jl^P" sin X^ 

qnae una cum (31} et (32} existunt, et rcTera in his continentur. Ex 
aeqnatione Tero ft +Ai^^+Jk' = o, prodit 

i.,+r+r=:a 



fti non nid »4 coiistantes arbilnaias in ipsb L-^ L\^ nUpte Xr%oni(entas 
respicitiir. lam si aeqnationam (S2} priorem per cos Xr'*, et posteiiorem 
per sin L' multiplicayearimas , emerg^t additis productb propter aequatio* 
nem praecedentem 

o = cos f i" P; + P, C08 L' + Q, gin L' + cos f I' P' cos £, — cos f / ' Q' sin L, 

si porro priorem per — sin LT, . et posteriorem per cos L' moltipIicaTeri- 
mns, flt ad^tis prodnctis 

o = cos § /" Q^' + Q^ cos L" — Psinl/^ + cosf /Q^cosi +cosJ/P''sinL^ 

quae aequationes ad constantes arbitrarias in ipsis P, Q^, P ^^^ etc. con- 
tentas restiingendae snnt Hae antem aequationes com aeqnationibns (48} 
una existere nequeunt, nisi cosinus inclinationum mutuarum deleantur. Hinc 
concluditur, positis loco X, X'^^, U solummodo constantibus arbitrariis^ 
quae in earum valoribus continentur, aequationes has 

o = P+P" eosr+Q^sinr + P/cosA^-Q/sinr 
o = Q^ + Q'co8r-P'sinr+Q5;cosr+P;5inA* 

esse reliquas duas aequationes conditionales inter constantes nostras arbitra- 
rias, si in iis loco P, p^, P^^, etc. solummodo constantes arbitrariae in 
Taloribus earum contentae substituantur. Substitutis valoribus ipsarum P, 
P^, P'^, etc* ex aequationibus (43} 9 postquam tempus cifirae aequatum 
est, petendisy nancbcimur 

o=c;a+&,+/')8inr-cci+6;+/,)sinr \ 

o = C;(l+6^+/')cosA'+(r(l + 6;+X)cosV+C,(l+6:+/;) ^""^ 

quae una cum 

o = s+*;+F 

aequationes conditionales mter constantes arbifrarias norem C^, C^, (T, 
^#9 ^'r»9 ^' ^/9 ^»9 ^ ^^* ETidens est has aequationes tribus inter sex 
frianguli .cuiuscunque plani partes locum habentibus aequationibus plane 
similes esse, et si aequationum difierentialium (34} et (41} significationem 
in problemate quatuor corporum non respexeris, duo nora aequationum 

i • 

diflFerentralium linearium cum coeflBcientibus * ^ariadbilibus systemata inventa 
esse,.qnae rigoiose kitegrari possinl 



Quiim, statota Y radice iecoBdi oirdiiiis, aeqmtiones (47} monstrent, 
14^6'-^/"^^ atqile 14*& 4'/' ^^^ qoakitftates iectmdi ordkiis.) t^b\^*\^f^ 
▼ero qnantitateM finitam: aequationes (49} constantem tT' qnantitatcin teiv 
tii ordinis esse debere probant. 



§. tn. Perfecta aequatianum differentiaUum paragrapki 

primae integratio. 

18. 

^ Sint dextra aeqnationnm (12} memhra resp. per C, D atque £ de- 
notata, unde habetur 

dV ^ dV w^ dS -^ 



dt ' Jt ' A 

Secandain praecedentia C atque D qnantitates sont piimi, et E quantitas 
secundi ordinis, termini vero piimi ordini* omnes, qui in ipsis C atque D 
continentur, in paragrapho praecedenti elicuimus et in aequatioiubus vel 
/243 ▼«! O^} exposuimus. Hinc sequitur, positb 

F = C-Q^-f»,-(»J V -0X**+2O«n(V+2*)+<T, Vcos(ht+21:;) 

+ O/r+^c*) sin (A"«+2*')+ <T„ Vcos (A'#+20 

G = D+(y-(i,-(*„)(r+2e)-0.(^ + 2Oc<»<V+2*)-tf, ^s"» (V+2*,) 

- tf (r"+2e')cos(A'/+2*') + tf„ ysin (A'/+2ft") 



esse 



^= (y-(*,-(»„) «P +« (2^+26') sin (V +2*)- tf, «'cos^V+^ft,) 

- C, (r'+2c") sin (A"/+2r)- tf, »JP"cos(r/+2*") + F 

^=-^(S,-p,-^,3(r+2«)+<y, (r+^eO co«(A;+2*) + <», 5^ 8in(V+2*,) 

+<j„(r'+2O«08(A"<+2*'')'- <J„»P"8b(A"<+2ikO + C 

aeqnationes rigorosas , in . quibus F et G quantitates secundi ordinis sint, 
et nnules aequationes pro -^, eic. obtineri. Qnibo» positi», tsx ipsanu^ 
r, 7, r, etc. in praecedenti paragiaplM emtit «aioiilw, qoi tcnoiBOB 



\ 



eaniin pjAaa <Hrdi|i|ui confinent, itaqiie Usqne iid ijiianlitates secimdi ordinis 
accurati sunt, qnantitates (n^dsy tv^ (vT^ds! ^ •ete^ -quaram functiones ipsae 
F, 6r, JP% etc. sunt, us^e ad quantitates secundL prdinis accuratae com- 
putari possunt, quibus valoribus nec non ipsamm.P, Q^ etc. valoribus, 
qui et ipsi in praecedenti paragrapho. usque ad quantitates gecundi or- 
dinis accurati exhibiti sunt, substitutis, ipsae J^, 6, etc. usque ad quanti- 
tates tertii ordinis accuratae solius variabilis f functipnes factae sunt Ae- 
quationes igitur praecedente^ lineares factae sitnt aequationes differentiales, 
quibus termini accedunt, qui functiones solius variabilis independentis i 
sunt Quum, omissis his terminis, hafrum aequationuin iniegralia laim 1n- 
venerimus , per notam variationis constantium ^rbitrariarum methodum ad 
aequationes lineares applicatam aequationum praecedentium integralia in- 
▼eniri pOssunt. Quo facto , valores variabilidta^ Tj V^ T^ , etc. usque ad 
quantitates tertii ordinis accuratos obtinebis, quo calculo repetito, usque ad 
qoenilibet accbratioins gradnni perventeft. < : < ^ 



19. . 

Methodus aequationum linearium, quae functiones solius variabiiis in- 
dqpendentis continent, integrandarum, qunm in lAiris compluribus de calculo 
integrali agentibus iam copiose exposita sit, nihil attinet eam hoc loco 
explicare, quare nota illa praecepta ad aequationes praecedentes et earum 
simiies statim applicabo. Aequationes C^^} cxhibent variabiles nostras fuii- 
ctiones constantium ari>itrariarum , quum vero ad finem nunc assequendum 
constantes arbitrarias fanctipnes variabilium exhiberi oporteat, eUminatio in~ 
stituenda est. Positis in aequationibus (36} 

ecosDrrec esinDzze,, c'cosD'=iei, c'siniy=ei,c''co8iy'=:ee, e^Aniy—e, 

r + 2c = 2€j+2e',a eo8Xh,t+2kJ + 2e\8 »in(Af + 2ifc,) 

+ 2elf C08 (fc"i+2*') - 2c;/_8in (*'*+2*'), 

V = 2c,f--2c;» 8in(fc,f+2t) + 2c;» co8(A<+2i) 

+ ^e'J «n (*'«+2**) + 2&'J cog {A'#+2ifc'") 



t 






r+2e'= 2e'J + 2 e,'»' co8 (h't+2ij + 2ey Bia (h't-\^^h'J 

+ 2e./'co8(V+2*)-2cJ^' sin (ht + 2kj 

»r = 2e;r-2c:«r An (h't+2l^J + 2e',8' cos (h't+2k'J 

+ 2e^siii (ht+2k^ + 2ej' cos (*/ + 2ft,) 

r^ + 2 6"= 2 c: r + 2 c. 8" cos (h't+ 2 *•) + 2 c. «" sin (h't + 2 ft' ) 

+ 2cXco8 (Kt+2k'J - 2e,f' sin (A;;+ 2*1) 

!P" = 2e:r-2e,«"8iii(fc"/+2*') + 2e.«"cos(V#+2r) 

+ 2cx«i«ca:'+2*:) + 2ej" 008 (ft:*+2fc:) 

e quibas, eUouiiatione haud ^f&dli instituta, elicitor 
2e. = !lldL(r + 2e)-=^^^(r +2cOco8(V+2*)-^^^9^8in (V+2*J 

- -^?^(r"+2e")co<A"*+21t") + -^:^ T" sin (A'<+2*") 

2c. = ?^^^' y +=^^(r'+2e08in(*,<+2Jfe,)-'^^^9^co8(V+2t,) 

- "'-•^ (r"+2c") 8in(A"l+2ifc") - -??^ »P"co8 (V*+2r) 

2e; = i^^tp^r+^e^^-^C^^r^+^e-^cos^fc^+^O-^^^^S^^sinCA^^ 

_«YVT^j, + 2e)co8(V+2ife,)+'^^-^V »in(V+2*) 

2e;=-?^^^ «F +-^^^(r"+2e")sin(A>+2*3--^^3^'co8(*:<+2*3 

-*^^^'(r+2e)8in(V+2*,)-?^^^^y cos(V+2*) 

2e: = '-^]}^ ( r+^eO-^^^y^^r + 2e) co8(A"/+ 2*") -fHlJU V sin (ft'*+2*") 

-^^^(r + 2eOcos(A;>+2*J+?^^i^9^ sin (ft:«+2*^ 
2e: = -2^^ y +€£^(T + 2c ) sin (A"#+2*") JHdl. tp cos (V<+2ik") 

-'-^^^(2^+2fl08in(Vl+2*:)-^^^^«^«os(V«+2*0 
Hbi breritatis caussa feci 

r = («/-ior--(w"-^")»'-cr/'-rs')/ 



Si hia^ aeqnatioites post -j^, -n-i etc« loco e,,' 'fe,^^*^.' ct .F, C, JTI etc. 

loco (r-j-2e}, 3", (I^-|r2e'), etc. substitutas .iai^faiitiir ,, et , integrata 

iD praecejdeiitibiis eubstituantnr, Qbtinentar termiiii, qui ad eiipressionf^ (^33} 

* ipsamm JT, *P, jf^^.etc. addfti perfecta aequa^onan) (1|2) integrajj^, .si^r 

ministrant. Aequationes hoc modo elicitae sub hac facile redigantuir fprn|a 

r= 2c(M)+2c'«cos(V+2*)+2e'/co8(*'l+2*")+/Fdt 

jL» /r-r«" 



-* 



/r- 



//jsin (A'«- A"(f)]/Fd< - cos [A'«-fc7(f)]/G i» j df 
|^sm[V+2*,] /Fdf-cos[V+2t,] /^'dfjdf 

+ft:iii^>^sin[-*:f+A:(f)+A(f)+2*,]/Fdf-co8[-A:f+*:(f)4 

_ A« -!il^|^sin(A'f+2* )/F'df+co8(A'f+2ife")/®''*j <» 

+ *: i^^ «y|sin[-A:f+A:(f)+fc"(f)+2*"]/F"df+ cos[-*:f+ *:(f 

»P = - 2c'« sin (ht + 2Jfe,) + 2cy sin (h't + 2S") +/G df 

+ ft, <^-:f£sf[cos [*,f- A,(f)]/Fdf -.sin [V-*,(0]/Gdf) df 

-. h' ^^' ^^'"f ffcos [h'i-h' (f)]/Fdf + sin [*'f - V(f)]/G df ) df 

|/jcos[V+2*,] /Fdf+sin[V+2*J /G'dfjdf 



«. •<;, 



•■'i'- 



:r ■ 



•i-i;. 






«^co8[-*:f+A:(f)+A'(f)+2*']/F'df - 8m[-A^+ft:(f)+V(f)+2ik']/^ 






•4 .' , !ii.«ifjt' 



\ ». fjlf' 



ad quas accedit 

denotante — 6 constantem arbitraiiam ;hiiic iirtegrali additam; 'Oe pntece^ 
dentibiuk ai&^atiiCNiihiis annotandum est,.ip8am.(^t} k integrlttieiiihRi con- 
stantem tractandam, et post integrationes peractas in i matandam'<'eaie. 

39 



t ,* .' V ' . 



Mutatk miitiui^u nancisciiiiiir <^e^«a^ionf» simileg po^r^ ^..^V*"'» T^ ?; 
Qaam E sit quantitas secandi ordinb, termini primi ordinis ipsanim itAs, . 
ti), P, etc. in pt^ecededtiba^ inventi, post^uam^^in ipsa £ shb^tituti 'eraht, 
effidaiii, at liaec*'futiotio lisqae ad qaantitati^s teirtii bf dinis' siccarata solias 
variabHis t evadat, qaam in seriem infinitam evolatam £(tatim integtaife no- 
bis licekt. ^ 



.... ' . 1 • • • 



♦ i ' 
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Qaum ad nz atqae w compatandas non ipsis I^, ^ atqae S^ sed 
ioco earam solammodo W sit opas, praestat ha^c ex iliis compopere. Si 
expression^ 



t 1 « \ . 



f 



in seriem evolvimns, habemas primam 

W= ^ Tcosy ^jrfZ^ ?P8my+ S 

et reliqoi haiits ex][>ressioms termini ope theorematis art. 9. Sect. IV. com- 
putari pos^unt, pjo^itquam loco IT et ^ earum evolutioaes in series substi- 

tutae erunt. Quum vero maxunus tenmnus et m -y^ et in ^-V^i-e» 

sit unitas ipsa, loco expressionis praecedentis ponere licet 



« I » 



(50) W z=z rcosy+^Psiny + g 

si terminos omnes in ipsis F at^e C per j^ , ct termiiios omnes in 

ipsis G atque D contentos per ^ K*!— c* multiplicatos esse animo con- 

cipimus. Quo enim facto, reliqui expressionis quoque (50} termini kdiu- 
mento theorematis excitati computari possunt , postquam loco T et V evo- 
lotiones earumiin aeides substitutae erunt. /: < 

. &Bbsti4ilis aeqoatiombaa art praea ia' expressiMe XS^), ^ «M^ 



_* ?il^' J^sin [hJt-hXt)]f[FcosY+ Gamy]dt-co8[ht-h(t)]f[FfAoy-Gco»r}tlt\dt 

^ -*'^T-frTJ^8>n W*- *'(0]/l^c»»y + G wny]* f ;COs[A'*-A'(0]/[Fgiiiy-G cosj^ldl jcil 

. -h/J-^if\sm[ht+2k] f[Fco8r+G'8mY]dt+cos[ht+2k] f[Fk^-G'coay]dtldt 

,,«r-ir_^r\ sin [-*:*+*:(<)+ ^<0+2*,]/[i^i*8y+G'riny]«ft) ^ 
"•" " r </ 1+ cos[-A> +*:(!)+ A(f)+2*J/[F8Uiy-G'co»yJdl) 

_ A-Jfl^l^sin^A^t+Si^l/^rcosy+G' smy]dl - co8[*'#+2it']/[irdtt,^'«o» ^)df jdf 

,,'frzM r\ sinl-fc^l+fc^^O+^^CO+Sil/CF^cosy+G-siny]*»)^ | 

■•" " r '!/ (_co8[-*:f+A:(0+A'(0+2*']/[F'8iny-G'co8j']ift) 

Sit dextram aequationis (10) membrum L nominatum, unde -^ = L, et 



Qt sic -porra. ^ 61 fgitur deoQtamus F cob f -^^ G sin /rf- £ perirJtf., 



I 



sit praeterea . 

Ccosy + D8iny + JB = I/ / > 

\ 
tum formulae art , 18. suppeditant i 

I 

.Fco^^^ + Gsiny+l?^ J^+O— (*,— f*J [(r+2e)8iny— «Pcosy] 

-tf [(r + 2e)co8y+ 9»'siny]sin(*,t+2*) 
-» [(r+2^) siny- «Fcosy^co^fct+^t,) 
+ <Tj( r^ + 2c') cos y + 9^ sin y] sin (*'«+ 2*0 
-0j(2^+2e') siny- 9^co8y]cos(;A'*+2*') 

V • ■ . 

seA quoties termini, in quibus x maior est quam ziz 1, omittuntur, quaotitas 

2? sin y — ?P cos y aequalis est ipsi -J ^ , JTcos y -}- 9^ sin y aequali^ 

ipsi — '"3^9 ^ siny— *P' cos y aequalis ipsi ~ -~- m qua / in y iliutatti 
est, id quoA ita --rp dienotabimus, !r'cosy-|- ^P^siny aJBqualis ipsi -^-^ , 



\ : U ? -J^ 'iiil-:.- . ; . . .: . . ;;■• «#P. . 



^t 






+2c(y-(*,-(i„)8iny— 2c'<r,sin(y+ft<+2*)-2e'tf„8iii(y-ft'*-2r) 
. . ^- et pnetei-ea 

F^ dM ^ I ^ • ^^ 
giny — Gcos y = •— -3-, JPcos y-j-G suiy = ^-5- 

formula igittir praecedens abit in 
If =i^4+2c(M) cofcy+ 2fe'« CO8 (y+*,«+2* ) + 2e'/cos (y - h't~ 26^) +/Jlf cft 

+*^^^'»J««[A'-*XO]/^*-cos[*t-A(l)]/^dljdt 
+h'^^£^f/l,m [h't-h'(t)]f^ dt + cos[h't-h'it)]f^dt\dt 
(51)| +A^^l/Bin[ftH2*j/^'*+cos[^«+2*j/^jdt 

-*- ^^^^^^ W+*:(0+ feX0+2*j/^'*+co»K*+ W^ 
+h'j£^^f,\n[h't + 2k']f^dt-cos[h't'^2k']/^^\dt 

- h if^sfi^ w+m+f^\ty+^f^if^dt-c9s[~h:t^^^^^^ 

et similes e)tp'ress]ones obtinentiir pro J^ atque n^'% quae computationi 
harum quantitatum inservittnt. Qo^n in finera necesse est L habeatnr, 
sed quum L sit dextrum aequationis (IQ) membrum, et in art. 7. Sect. III. 
expressio ipsius TV in seriem evoluta data sit, habetur L expressioni ipsius 
Z 1. c. datae aequalis, si in ea signa/ atque dt deleta, et termini e cor- 
pore m" pendentes , qui terminis e corpore m' pendentibus analogi sunt, 
additi erunt. Ex analjsi in praecedentibus exposita sequitur, M esse quan- 
titatem, quae terminos primi ordinis non continet, nec non u-^-fi per 2e 

o ' 

.diyisiuii coef&cientem termini in expressione evoluta ipsius QT) per sin-y 
mnltiplicati ,. (f per 2e' divisum coefficientem termini eiusdem expres- 
sionis per sin (y -4- ht -j- 2^^) multiplicati , et (T ^ per 2 e" diyisum coef- 
fidentettt termini eiusdem expressionis per sin (/ — h^t—ik") multiplicati; 
Constans 6 ita determinanda est, ut in expressione ipsius fV termintis Con- 
stans, et ^ ita, ut in ^ taminus per sing" mnitiplicatus non adsit. 



'iWfmM -^ 6 + 249(|-*-l}'cosf paaieoedeiitid ipsras W.€xpxtmoni» 
^omukietii int^;Taliy' qiiod' in'i/rt. 2. ^ sappeditavii , addendam expleit^> 

.quia il^c looo integ^rae constantis niimenim 1 addidimus. Tenmni quidem 
per C^— 1}^9 ctc. in expressione praecedenti explicite non adsnnt, sed in 

approximationibus subsequentibns sua sponte nascuntur. 

**■■ '••,' ^'.1% * »■ -^ 

Complectamur breviter praecepta ad ipsius nz, w^ nz^ etc. cpmpu- 

tandas * in praecedentibus exposita. Terminis tantum primis aequatioms 

praecedentis receptis, habetur 

FF=— 64-2e(|-l)cosy4-2eWs(y4-V4-2&)4;2eyco^ 

unde , , 

. • j ■'■*•■.• • * ■: t • ■ ' * • " 

hinc, reiectis terminis ordinis superioris, nanciscimur per aequationes (7) 

• ( 1-«--' ... ' ' 1-- 

W= — C (M) C08 g ^08 (ff+A *+2* ) - -^cos (jg- A- 1- 2^) 

l-H-^ 1—- 

n • ' - n 

qnantitates vero b atque ^ quum ita determinandae sint, ut ex expressione 
ipsius nz evanescant, statim reiici possunt, et quum praeterea e (i — i) 
semper sit parvulus coefficiens ordini altiori adnumerandus quam r^liqiu 
coefficientes , idem ex hac quoque ipsius w expressione deleri potest. Ha- 
bemus igitur 

- !!«»= -22^«iti(^-f*<-|-2Jfc)+-^8in(^-fc'«-2t') . ; 

--: i ■■ :■.) l*lf ■■■■^■- ' '■ ^-TT • ■ ■! 



" =--^cos(g^4-V+2fe) — iz_co8Cg^-;k'f-!ir) 



et iisdem rationibus - 

W — 2e'«cosO4.fct+2*)-t-2cycos0;— A'«— 2i') 

quibo9 simUes «pressiones pro nivi ^ «/, FF', ete* sunt Substitutiil his 
yaloribus nec non valoribus anal^gis ipsarum P^, Q^, etc. in praecedenti- 

bns datis in expressione ipsins h sive -j- in art. 7. Sect IIL data, et tom 



in ^>expfeMone praepedeiiti ipsnis Jlf ^ ' d^ -sejDflpeir termiiii inf :%|i)|tiu8 x 
maipr^est quam ±: 1 omitiuiitttr, ipsa J(f ent* fuActic][r.£^y^ y^ujiabilis t, 
quae tenninis primi ordinisi^ quorum ar^menta ipsas g^ ^ et g" noif con* 
tinent, caret, et usque a4 quantitates tertii orc(inis accurata esi. .Substitutb 
hoc valore ipsius M in expressione (51} 9 post integratioiies peractas 7r 
usque ad quantitates tertli ordinis accuratam habebjs, ^t, tlieoremate art^ 9. 
Sect. ly. in usum Tocato, adiumento lormulaLrum (71 nd^; atque ti; usque 
ad quantitates tertii ordinis accuratas computkbis ^}. His accuratioribus ya- 
loribus et adiumento valoris ipsius 8+t per aequationeni (B) computajidi 
idem calculur repetitiir , quo ad Talores ipsaruni nz , tD , etc. perVenies ui- 
que ad quantitates quarti ordinis accuratos^ et sic porro. 

. Loco computationis modo descriptae etiam me||biodiis cpeflicieiitium ia^ 
determinatorum , quae ad analyticas perturbationum coefficientium expres- 
siones perducet, in usum vocari potest. Quem in finem necesse est, ut in 
telculi initio perturbationum omnium, quae viln habent, argumenta nota 
sint. Sit horum argumentorum unum qubdque per A co%(v,y+at+ fl) de-^ 
notatum, unde pones 

W —■ 2A CO8 («y+af +^) 

• ' - ' • ■ 

ubi argumenta omnia, quae vim habebunt, explicite appoiienda sunt. Qui- 
bus praemissis, pet aequationes (7} ipsarum (n^s, w^ (nyz\ w\ etc. ex- 
pressiones analyticae tanquam functiones coefficientium ji^ ei, his yaiori- 
bus substitutis, illa ipsius M in art. 7. Sect. III. data expressio, nec non 
analogae ipsarum M' atque M'' expressiones tanquam functiones eorundem 
coefficientium et ^nantitatum cognitarum exhiberi: ipossunt. Quibus valori- 
bus, nec non praecedente ipsius fV valore in aequatiohe (51} substitutis, 
aequationem identicam nancbceris, qua singulorum coefficientium ji expres- 
siones analyticas invenire poteris. Illa tamen methodua plerumque huic 
praeferenda videtur. 



*) Si praecuionem naximam breTissimo calc^fo asfeqiri vli, in hac secnnda approzimatione 
t«nnini tertil ordinif» quornm argomcnUi ipsaa g, g' idqw^^nnou,wmtm9BJtii^ qjok In h$c 
approximatione emti snnt, omitti debent, si perp^nrnli non sun(. 



n ■..; ' ■ ' ■ 



• .. • f 



• » ■ ,, ■ * • 

'^ ''' ^" • , I • . . ' • » / ' " * M i ■ I ; J. » •' '' ; , 



8U 

• • « • 

Calcolud in art. praec. expositus ad expressiones ipsarum nSz^ w^ iioz\ 
etc. ^eilidQc^t terminoruin per tempiur ipBiim multipiicatprum expertes, si 
ipsae M, M atque M' in eTolutione earum terminos non continerent, hur 
ias forniae 

My'= c^^siny-i-e^^S^suiCy + ^^-fSO+^^^sinCy— V—Sifc,)^ [ (52) 

My'= c'^%iny + cd'8in(>4-*"*-f2O-l-«'»''sin0'— Vt— 2*y v . 

« ' ■ . .- ' ■ * 

ubi coemcientes ^, d, i^, ^, etc. constantes sunt, et ubi e^ /, e'' apposm, 
quia tennini bi , ( si adsuoit^ necessario per has excentricitates multipiicati 
es£i^ debent. ^ Substitutis yero his terminis ia expressione (51}>.perfacil« 
reperies, terminos per tempus ipsum multiplicatos in ipsa W orituros esse. 
Tennini ^ praecedentes revera existunt, nam in paragraqpho secunda maximas 
tanutum. hprum terminorum partes excerpsimus, et praeterea combinatio ar- 
gumentorum perturbationum in quaque approximatione terminos tales gignit. 
Tertnini yero jpraecedentes illis muito minores siitit, ei maximi eorum tertii 
ordinis, qua conditione methodus eorum tollendorum fundata est, qiiatai 
confestim explicaba, et quae illi in art. 30* Sect. l\* expositae plane' simi* 
iis est. Substitutioiie expressionk 

W = 2e(|— l)cos y+2e'#cos(>+*/4-2*J4-2eyco8ry--*'<~;?0 , 
et similium £^le confirmatur identicas esse 

M= c^8iny4-e'A«n(>+V+2i,)+cV8in(y~*"^l— 2fe') 
atque 



^ = - « f -*'^»"(V+^A)-i'^co8(V+2t,) I 






< \ m^^Bm(h't+2i')-w^co»(h't+7k') 



•••1-v.f 



-iexsi^Y+ile^tnmQf+h^t+TkJ+^^^msmQy-h^t-^k') 
81 qoantitate».Sx,v atque o p«r aeqttationea deterainantiu has 

..^itx-^-W.v + ^fo =;: d, . }......(53) 



(•: 1 



SubstHato Tero praecedenti ipsfais J|F^Talore in rigorosa aequatione diffe* 
rentiali hac 

-2©(y-f«,-(»,^ Binj'+2e'tf,8in(j/+A,f+a*,)+2e'tf,,8iii(y-*'t-2*')+Af 
emerg^ . ; ; :^ 



^ = (y-«-(«,- (.„) ^-(«+ tf,) -^ 8in(V+2*,)- (t+<T,) -^co8(V+2*,) 

+(«H-0 ^'•*"(*''+2A'>-(<D+tf„)^'4»»(*:«+ai:) 

' -2c(y-*-ft-(»J 8iny+2c'(tH-tf,) sin {y+hjt^n)+tte\0+<ijMr-'ftt-*tk') 



\- •' . '. • 



iW . iW"' 



et rimiies aequationes nanciscimor pro w- atqoe -^'' °Qiiae-a^aatti»neft, 
qvnm eandem habeant formam atque aeqnationiei differentiales prd — , — — 
atqne -^ ex aeqaationibas (34) c;mergentes, eadenn biibere debent inte- 

m^ . . '•■-■■ 

, • fP = 2e(|-l)cosy+2c'«cos<}'+A,t+2*;)+2</'co«(7-fc'<-2*') "» 

et similia pro W atque W'\ dummodo |, «,/', «, i', eta lion po: ae-* 
quationes (40), sed per has . ' « , > ■ 

o = [«-2ij'-x-ft,-(iJ|-(a+tfJj»'-ft;+<)/ 

o = [* +2.7:-«'-jt'^f.:if-(a/+rf^)^ -(ir/+o»' ■ 

. o — \x -x'-f«'-ftn«'-(o>'+0/-(t>'+<j')f 

o = [:r'+2i?:-«'- (*:-{*:)!'-(<«'+(»')« -(«UKT^/" 
(54) \ o = [*' ' -«'v-fe:jy-(oj'+or-(«»'+o» 

o = [jf'-2i^'-«-<«,-ftJ«-<:(»,+dJ/'Ko+<y,)r 

= [j.' -«'-j.'-(t;]|''-(o,+<j))*'-(t,'+o-)/ 

= far'-2.2'-x-(k,-fi„]/-((a+tr3l"-(t;+<y,)«' 

o = [«'+2.7:-«'-f.,:-p']«f^eQ)'+<j')/-(t»'+<or"-'^"'''^ 

^ compatentar, quae non minus quatn iHae ad vnam aequationem tertiigra- 
dns, cttius radices sunt x, af' atque Jr^, perdMant ' C^ionsideratis yero reli* 
qnis ipsitts M terminis, idem integtde (51) 



31S 

Ergo , postquam in approxiiiutiadne s^cuida por evoliitioiBeni ]|MidiiiA 
Mj M atque itTV coefficiente^ P, ^^ ^5 ^5 etc. ^not^ fiierint, f omjj^tdtitiir \ 
primum x, v^ cj, x% etc. ex aequationibus (53} et similibus^/dive AfimiiBi- 
tionibus his ' , ■ i . 

* - 2r P+ 2r *+ ir * 

„_ iib^fl, /^ldr^. iriffi^ ^ . ., 

f — 2r Pt^ 2r '^T^ %r * . 
17-.'. « , U-ff . , »f'-H' 



G3 — 



^+-^^•5+^=%^«' 



2r "^" 2r ' 2r 

et similibus, quae aequationes (53) resolutae sunt, in quo calculo valdres 
ipsarum ^^ f^ s^ |% etc. ex approximatione prima noti adhibendi sunt; 
deinde ope aequationum (54} computentur yalores accuratiores ipsanim.:|:, ^ 
8, y, x' y etc. et denique, deletis terminis (52} ex expressionibus ipsamiD. 
3f, M', M\ expressio (51) et eius similes ipsarum W^ W\ W" suppe- 
ditant yalores , quibus termini per tempus ipsum multiplicati npn insunt NToh 
modo in approximatione secunda sed etiam in approximationibus omm- 
bus subsequentibuis idem caldulus ad fltaem proj^sitlim fperducit. \ 

Termini 

fl sin (— y + *f + 2*)+A sin (y+ft"<+2r) 

in M, et termini similes in ipsis M' atque M*' existeptes, quorum maxi- 
mae p^es tertii ordiius sunt, primo aspectu ^tiam terminos per tempus ^ 
ipsum multiplicatos in W^ W atque W" procreare yidentur, sed substitu- 
tione in aequatione (51) facta, facile reperies, terminos pure periodi- 
cos solummodo ex iis nasci ' posse. 

Qium perfectaim aequationum plro jT, .!P, etc. ftitegrationetn in prae-' ' ' " ^ 
cedentibus copiose tractay erimus , integi;ationem aequatio^um ^prQ.jP^ Q^ 

• I * ■ - 

etc. , qiiae illis plane suniles siint, 'breTlas exponere licet. Qaam aequatior 
nes (36) et (38), positis resp. Q,, P, 1, C,\ D , 6, C„, T, X\ jyj/l' 
C", r, K, D', etc. loco r+2ey V, ti 2c, i>, s, 2e', A,, 2*, IX,/, 
2e', h', 2h', D' , etc. in (43) et (45) abeant, his matationibos factis, 
inttgndia peiieGtii «tMamhildmili jpiNsihit Imm>^ -^< ■ ■ ■'-'ji ' 
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-r.=^i^A yjcos[r<+r]/i7:dt + 8ui[j 



i\' '■ I .l..»'^-». 



/yico8[-M+«,(0+aO+Al/ tC,«« + «n K'+ W+«" 
+ |, iiVp^ y|eos[z:»+i:] / tr dt - 8m[r«+ K^fBTdt] dl 

- 1, -M^" &yjco8H«+zxQ+r (f j+Aii/iTd* - 8in[-n+r(o+r 

Q,=z C,+6, €>«(''«+ *')+/,C'cos(rf+A:)+/«7,c» 

- r^^ii^^ j^^8ii»[rf-r(f)]/t/;df +co8[rf-r(f)]/Bdf j at 

- ':-^^^^/!^«i«E'>-»:(0]/«^,<»-co8[rf- ao] A* j * 

- r ^^^ f{^[rt+x:iftJ'^ ^cm[i't+ x'] /B^dij df 

+ «, ^^^^/yJ8ill[-Zf+J,(f)+r(f)+Al/l/:df-CO8[-lf+l(0+^ 



- ^:-^^!^. yi^H^^+^ii/^^+^^^^t^-^+^-i/^'*!* 

+ j^ /i4i^ft^[ite[-if+i,(0+rtO+*3/«^*+c»«H«+'XO+«:xo+^J/«'*!^ 

et 

il,=£r,+(«,-«,-iOP,+<9:cos(rf+A><i^,8in(rH-A0+«9'co<':«+O-«„^8i«»(':*^^^ 
C^,=A;-(«^-«,-jt')P,+<p:8in(rH-A>«J^,co8(rf+rj^«.^'8in(rf+A>«^co8^^ 

deB0tantibii3'iH^*'i(tqae i^T, resp. dextra aequationam art. 7. pro '-^ atque -^ 
membni, ita ut habeatur rigorose 

et Bimilea aequatione» pro reliquui J?r Q ibiiotati» qiwntiltilMMift Gx Mr 



81i 

liimibM i^ praecedciilibinl tlMitb maMfesbiw 0rtij>'fl| ^i B^f^ «tbi Me 
p«6t «rolirtibnet earum ^taatitstee secmidi OrAids, tmde' oompiMlo a^ei^flHMk 
timmD in hoc aiticmlo csgpoditanim, si ea^ quae ad ipsam y spectanl^ e3cci<^ 
pis , eodem modo perficitur, quo coi^pHitatao aeqaationis pro W* Pra^teret 
quum tvmini maami in K contenti sint quanthates lecundi Ordims, -aequa- 

tio art. 7. pro --j^ post eius eyolutiotteite immeldiate iutegrari potest. ' De- 
notante igitur F dextrum huius aequationis evolutum membriun, habetur 

ubi F est functio solius variabilis f, et simiies aequationes nancisdmur prb 
K^ atque K\ in quibus resp. ij , ij', r[' ita determinandae sunt, ut termini 
per tempus ipsum multiplicati evanescant. 



23. 

£x rationibus iisdem in praecedentibus respectu ipsius M escplicatis 
ipsae JR^, 17, A',, etc. terihiiiod contineiit hos 

V, = fcCrsin (ff+A^^ + tt Csin (l'j+X'J 

11: = «Vcoso, #+A)+c:crcos(r*+r)+g:c: 

t^:=:A:€r8in(ll+Jl,)+«:C,sin(r«+r) , 

R"=aX,<Mslit+X'^+c'C'coi(lt+x;)+g'€r ' 

tr = h'CAn(i:t+}:j+uC'AnCit+XJ 

quarum 'maximae partes tertii ordinis sunt, et quae in expressiombus ipsa- 
rum P^ atque Q^ in art. praec. datis terminos per^tempus Ipsmn multipli- 
catos procreant , quos methodo eadem iu, praecedentibus adliibita tollere li- 
cet. Redactis aequationibus praecedentibus sub form^ hac 

«,= i(«,+^)C:cos(r*+A')+f(c-«jCco8(ri^i3+ft<7 

HC»-h;)Cco»ci't+i:)+iCc,+u)Ccos(it+x:) 

v,= f(«,+A,)c:sia(n+r)-§(c,-u)c*8inG:<+a^ 

-i.(«,-*Jc:8in(r<+ji')+i(c,+«)c«'«m(r#+o i 

etc. = ctc^ , f 

* i ■ 

I 

sabstitDtisqae tfltimk p«- f (a, — 'J!|) ati^e.f (b,+«,) multiplibatis' tenninis, , ;,. 
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(55). 



B16 

aac non analogis qilteititBtaiii.t/1^9 il/^],,: ii%^<7* tenUnM in in|egralilNKi .ari. 
psa^*, faeile comjNeRtur lios temiinos ipsanui Jl^, 17^., etc teraiiBOs . pcr 
teinpm ipsum moltipUcaitos in ipsis P^ Q^, etc; jprodocexie non poese. Su- 
persont igitnr termini ipaamm 11 , U/s ^^ •bi ' i 

«, = i(«,+A) c:co8(rf+r)+x(c -tt)(rco8 (r<+r)+g-.c, 

d; = i(a,+*,)C:.m(ri+A-)-i(c -»,)C-8ui(r«+r) 

etc. = etc. 

^ ■ - ■ ' 

e quibus solummodo termini per tempus ipsum multiplicati in valoribus 
ipsarum P,- Q^ etc. nasci possunt. Ad Jho^ termiaos tollendos animad- 
verto,^substituiis yalbribus ipsaruqi P^ Q^ etc. ex (45} desumendis, resp. 
identicas esse aequationes has 

R= ftP^+y.^^os^n+AO+y.p^in^n+AO+fp-cos^n+Ai^-fl.p-sin^rt+Aj 
u, = - ftP+y,9> ('''+^')-y.^: cos(r<+A>f 9' sm (rt+o - e p' cos (n+x^ 

etc. = etc. 

et C^5}, dummodo coefficientes, ^^ , }^^ , 6,, etc. jex aequationibus his , 

( > ,6,ft+- y.+rA = i(«,+*,) • 

<56)- .• Xft + fc^y, + fl, = i(c, -«,) 

( ft+/:n+*'«. = ^, 

et eamm similibiu compatentur. Substitutis his ipsaxum A,, 17,, etc. va- 
loribus in aequationibus differentialibus rigorosis his 



=-(a--«-3t')p-«:9:cos(ri+A')-«:i^,sin(r<+r)-jr„p'cos(i:t+A:)+*P'sin(r<+A:)+il, 



dt 

etc. ctc. 

. eadem integralia C^^^} obtinebimus, siquidem e^, h^^ f^^ e'^, etc. non ex 
aequationibus (46), sed ex his 

o = <+i? -^-<-«: +(«"--yD/'+(^-0»," 



• = [*-i--ft-«,~*']/, +«~r,)«^:+ * -«. 

o=:[*'+,-^:-*w]6:+v'-r: +(«'-0/, 

compatentur. Habita igitar Teliquomm ipsanmi Jt^, U^, Jt', etc. tennincK 
ram ratione, integralia perfecta art. praec. semper locum habent, et in iis 
termini per tempus ipsum multiplicati sublati erunt, si valores accur^tiores 
ipsamm e , ^/9 X' ^I' ^^* ^^ C^^ computati^ et termini (55) ipsarum 
IZ^, 17, A', etc. deleti fuerint. Aequationes (56} resolutae suppeditant 
ad ipsas /3^, 7,, 0^ computandas aequationes has 

et similes pro ipsis |3', j^', 0^, ^', etc. Evolutiones ipsarum Sij SH ^ Si" 
respectu ipsarom P^, p,, jK^, 'JP[^, etc eodem moda perflchmtur, qua in 
art. 12. Sect III. prp theoria Lunae absolutae sunt. Substitutis enim ab 
initio in ipsis i2, Sif^ iS', resp. C^, C', C loco 2sin^/, 2 8in^/',, 
2 sinf /', et v, v^, v loco JV*^, JV^^, iV", habetur 

«P = — 6 C;, sin (r^+0+/r sm(n4-A;) + etc. 
«p nz *.C:cos(r*4-r)+/ycos(n+A3+etc. 
etfc. =. etc . . 

atque 

dP,J~K.dv,Jc,' Ld«,J — LdC^' Vd^; J ~\,dk,J 

etc. etc. 

Cd^^ — T— ^ JL_L r^"V-L ' r_££-^— r_£^^i _ r^"v_L 



(57) 



Ge^}=Crf^)' ***' «**' 



i « 
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24. 

Si ipsae ««, «V, nV, w, %d ^ w\ P , ^,, H^, JP,',, etc. atque S^+e, 
S' + e j S^+t' per faanc melhodiim eoidpittafae et in qnanlitatibus art. 8. 
ft^ €pt^ft^ etc. nominatis substitutae erunt, hae (juantitates functiones so- 
lins yanabilis t factae sunt, et aequationes differen^es eiusdem articuli 
pfo Pq, 9q, u, Pqo9 ^^^* sidiumento aequationum (64} Sect. 11. , quae in 
arit. 2. seqq. Sect. VL evoluiae sunt, integrari possunt, quaecunque est 
aogiili r per has integrationes introducti magnitudo. Qnantitatibus p^, q^y 
pl, etc. Mve loco earam p^^, }„„, jp^^, etc. sive loco earum p„^„, y^j^, 
Pooo^ etc. hoc modo computatis, latitudo corporum yersus planum funda- 
mentale et reductio longitudinis ad idem planum eodem modo, qui in 
Sectt. IL et VL explicatus est, computantur, quo facto, prol)lema perfectjb 
solutum est. 



§. ly. De dgn^catiane determinationeque canstantmm 
arbitrariarum in integralibus praecedentilms 

introductarum. 

25. 

Integrationes ad p^^ q^ et u obtinendsts institu^ndae duas introducunt 
constantes arbitrarias, quas, ut analogiam perfectam persequar, JT^ atque (i^ 
nominabo, item integrationes ad jp'^, ^^, u obtinendas introducunt con- 
stantes F^ atque 0^, integrationes ad jp^^, q^^ atque u obtinendas con- 
stantes F^^ atque 0^^ et sic porro, integratiotles quoqile eaed^m ilitrodu-' 
cunt angulos determinatos resp. xj^ xj^ x^t^ "^00^ ^ ^^^* denotandos. Qui- 
bus positis, si inclinationes mutuas eyanescere ponimus, necessario esse 
debent 11 = u' = ti', et tertia aequaiio (^64} Seot. IL, si ad Omnds ipsa-* 
rum tffc, du et du ^ in art. 8* huius Sectionis explicatas aequationesi re- 
lata fuerit, suppeditabit 



\ 

t 

u= u =:u" = coBr^=2COsr'^ = C08 r^ =: C08 r^o = C08 r^Q = etc. 
praeterea prima ae^uatio (64} Sect. IL subminiis.trat 

p^ =8iar^ «iii(a«-®<, ), pi i=^smri M<i-K ). Po ;=wiir; 8in(a"l-0; ) 
Poo = «in J^o sin(«V0,, ) , p;, = Binr;^ 8in(« t-^V ) , p^ =6iiir' • 8ii<te>®;, ) 

1^000= Sin ^ooo«to(«>®ooo) 5 Pooo= 8ittJ"^o»<«''-^oob) J - Ploo^^^^^KooM^.^-^loo) 

e quibus a^uationes pro 9^, 9^, etc. nancisj^^ms^ si jdnps arcuum a fr*— ^^, 
ai-&*^j etc. in eorum cosinus mutaveris. Pofro, statutb semper adhuc 
inclinationibus mutuis cifrae aequalibus, expressiones finitae ipsarum jp^, q^y 
p^, etc. art. 8. suppecBtant 

p^ =:sinisin[x-o-jr+v +*+«!], p'^ =sinhmlx-c^-nf + v+kl + atlj 

pl =sini8in[5(-a>-^'+/ + ft'' + a*'*] 

p^^ =8ini8in[x-oi-^ + /— *' + «'*], p'^^ =sinisin[x-ay-:t'+v -jfe +«!], 

p^^ =sini8in(3f-c;>-fl^'+<-fcX*] 

p^^^ = 8intain[x-^»--«^H'l--i'+i,+<<] , Pooo= sinisi^{;t- W +/-*+*>«'!] , 

p;,^= sinifta^-^^+^^^l+li+at} 

e quibus ralores analogos ipsarum q^y 9^, etc. nancisceris, «i sinus arcuuni 
X — o — ^+v^ + h^+at^ etc. in eorum cosinus mutayeris. Denique rationi- 
bus iisdem uti in art. 31* Sect. 11. ex aequationibus (16) in casii, quem 
nunc tractamus, eliciuntiqr hae 

v'^k' = i^'^E'j v'~—V = it—E', v'—k^kl = n:—E' 

designantibus £, JETatquef'' tres arcus constantes et indeterminatos. Com- 
paratis lus iiequatipnibns ommbus, facili opera emergunt 

r =r* ^v — r — r* =r' =r =r' — r" 

o o o — ■* od — 00 00 000 "* 000 — ooa 

«o^^^oo^e^oo. «'a^^^o^er,,,, e;::^©^^^®^ 

C^mM^i^w idnodmginti T atque 6 denotetae per Iuub aeqtetioiMad 
qvilliQir iffieprinl(nn»ea jraductae nnt 



{ 



26. 

Si terminus ipsarain /^l, €pt^fj atque q>J^ qui tenninc^s prinu ordi- 
ois respeetu ipsanun C , C^^ €f et o^ ofdinis rdspectn nnissanim proferre 
potest, soiofflmddo consideratur, habetnr 

in quibas Talores C^^} ipsvam P^, p^, etc. snbstituendi snnt. Quibns 
fieu^, adinmento aequationum (62} Sect. II. eliciuntur 

i =.-\{iip-%j') c: sin (rt+A')-(«/,-*,) cr 8i0(n+^:)| u 
Mzr K^A-^X^cCcos^n+r^+^^/^i^jCcoKn+A:)!!», 

-|(*A-«,.r)C':8in(rm')-(«/,-«„)Csin(r<+A:)^y, 

lam applicatis e^olntiOBibus integralium (64) Sect. II. in art. 2. Sect VI. 
datis ad hos ipsamm c^ H^ L atque M vidores, n€|g^ectisque ooefficien*- 
tium termiBb, qui seeuHdi et altioris ordinis respectu ipsarum C^, C[ at- 
que C sunt^ emergunt 

p. = 8iiirdn(*,«-«j +co8r *'*''^'-^" c:gin(rf+r) 

_ coiT JhLpL. cr 8in (Z^t+r) 
fl„ rz sin rco8(j?„t - J+ cos r *''*"*" C,+ cos r *'^'"*"-^' C cos (rt+A') 

+cosr '''•^;:*" Ccos(ri+A:) 

« rr co8r-8inr?5i=|^C,cos(x„f-0J-sinr-^ii^^'c:cos[(r-xJI+r+©J 

- sin r JEfA;;i^cr<os[(r+xj<+A:-©J 






e quibus mutatb mutandis expressiones analogae ipsarum p\ , 9'o^ u\ p 
q"^ atqoe u emergunt Idem calculus, adhibitk aeqnalionibus conditionaii-' 
bns inter constantes F^ etc. atque &^ etc. in art. prvec. hi?eBtis, supj^^edllat 



'00 



- C08 r *' ^'-'"-^" <r, sin nj+xj 
9„„ =dnrco8K„t.e:)+co.rM^c'+co,rJ!L:^G,co8(J^^^ 

+ C08r *'*';*"-^' C„CO»il,t+X,) 

u =cosr-mir*-i^CcosCx^t-e:y»n r''-'^^^" c, ««.[(r^o«+A'„+ »:] 

-fAnl^^^^^ CC08 [(I, +0*+ A, - »:] 

p^ = 8inr8in(:c„,,<-0'„) +co8r54^^«^CM+A) 

-co^r *'"*"^" ^ ^in^n+A*) 

^„,„ == 8in I^O8(x,,,t-0^ J + C08 r ^5i^^ C„+ C08 r!i:^ 

+co8r *'"*"^' c;co8(rf+Ar) 
» = C08 r- 8in r ^> *'-«"/ c^ C08 (:c^„#-e' j- 8inr5£^.c '«08 [(i,-a^+ a,+ e^j 

.si„r«cM: q C08 [(rK, j*+A-- e'j 

e qnibus mutatis mutandis expressiones analogae ipsarnm p\^^ q^^^^ u\ pl^^ 

9oo9 «*^ l>'ooo5 ?'ooo5 ^\ pIoo^ 9ooo5 w' eUciuntur. Si supponitur, e" esse ra- 
dicem aequationum (57} eam, quae secundi ordinis est, secnndum art. 17. 
constans C" tertii ordinis est, coefficientes vero terminorum expressionum 
praecedentium, qui per C" «iBultiplicati- sunt, ptopiet diTi)orem cT primi 
ordinis ense Tidentur. Quum aequationes tamen (46} fkcili calculo mon- 
strent, in noc casu numeratorem ^^,^^„ taeceJssaiio ' Mcunifi^ ordinis esse 
debere , termini ipsarum /i^ , ^^ , etc. per C multiplicati tertii ordinis sunt, 
et in hoc calculo, ubi terminos ptimi tantum prdiq^ respicimus, omitti po- 
tuissent. Ratio yero, cur non omissi sint, est, quod mutatis mutandis in 
expressionibus ipsaram p'^, q\ etc- termiiiostiper C, atque C^ multiplica- 
tos proferunt, qui primi ordinis sunt. 

Aequationes finitae ipsarum p^; 9^, jPoo/etc. art. 8. suppeditant 
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9o = ?ooCos(«:'+^.)+i»o<.8in(n+A3=y„„„co8(r<+r)-p„„„8in(rm') 

Substitutis valoribus praecedentibus ipsarum p^, 9^, p^^, etc. in his aequa- 
, emecgunt aequationes coRditionales hae 



V, N 



•^o •*oo • // — '^OOO i • 5 ^o — ^o **^u — ^ 

qifae mntatfs, mutandis subministjrant 

af =j?' — r = a/ 4-1 , e' =© 4-^=0"— A 

•^ f ""^ 00> • ^ *• 000 I / ' O ^O I O / 

*n =^«« — ' =*ooo 4-r , 0: = 0^«+^ = ®„— A' 

O 00 / 000 I // ' O O I « O i 



I 






qttamsi' <^ «xpressiones tres praecedentes ipsius ti, quae diversae indoiis 
esse videntur, oongruiuit. Eaedem aequationes praeterea suppeditant 

■ '■'■'•■ ;>■.■■ ^ ' 

unde tonstantes atbitrariae F atqne 9, quaram numerus ab initio duodevi- 
gipti er^t, ack -^ttkas conBtant^ F^ atque 0^ independentes reductae sunt. 

Eodem denique modo, quo in art. 33. Sect.lL usi sumus, demon- 
f^ti^aitur integ^tiohes , quas teductio longitudinis corporum m, rd atque rn^ 
ppstulat, unam lantmn constantem ibidem il denotatam introducere, quae 
longitudinem nbdi ascendentis plani, ad quod T spectat, cum plano fun* 
damentali denotat 

f * • 



Ad significalioneB^ Ipsaimm T et 9^ iadagandam eiigamnB expressio- 
ne$ ipsarum p^^ fl^^y /'boo) 9o9 ^^ ^^ articulo praecedente. Quae, omis'^ 
sis terminis tcrtii prdinis per jC umltiplicati^ , facto^ue tempore cifrae |te- 
quali, suAt . ,. . . 

n =— sin rsine.+cos J^ *' ^'1^"'^ t^^inr 

» /1 

p'„, = ^ «inl>in «„ +C08 r *'"'*' ^' C' Biil A« 

2?;;^= -sinr«ine„+cosr£=C:^Or 



t» 



q sin rcos <9„ + cos r *'"'"*" C + cos r *'^''*<'f" C cos A' 

q' -- sin rcos »„ + cos r ''"f"-'^ C 4- cos F *'" "^ ^' C cos A' 

^ 00 1 ^ / I i^ ^^ /r 



" ' ' I 



o" =. sinrco80,+co8r^^-g-^^'C +co»r "^ -^ . *' C^cosA' 

u =r cos i^— sinT "'"^"^' C cos Q,— sinF *'*'"*"-^" C co8(r+ej 
u' = cos r— sin r "'"•^'"""^ C C08 e„ — sin r *'""/*' C co8(A" + ej 
u" = cos r— sinr^^^^^^^^^C cos ®,— sinF "^' f':< C co«(AM.ej 



'ooo 



Eliminatb C atque C^ ex his expressionibus , nanciscimur 

— sinrrin», = ^Jio + Bp'00 + Cp; 

sinrcos©, = Aq,Jr^i,,^Qq\,^ \. (58) 

cosr — Au +Ba' -f-Ctt^ 

ubi A, B^ C coefficientes noti sunt, qui per eliminationem dnamm quan- 
titatum ex tribus aequationibus primi gradus prodennt. Si yero aeqpatio- 

nes haso= l+*'+/',,5 ® = l + */+/'5 V^^ omissis quantitatib» «ecnBdl 
ordinis respectu quantitatum finitarum 6 , etc, ex (47} derivatae sunt, et 
aequationem faciie confirmandam hanc %^^ ^^% — ii iiit^^ in usum Yocaye- 
ris, invenies, eliminatione revera instituta, 



«'at"-H«iat"-+-«i,»' Tiiynf-^ntTifr^ni^ii «fXrfH-^^^^ar^-Mr^^jr/' 

In aequationibiis vero art. 12. his jr^ = — ^^-t-% ^< > "^" — • — ^^ ^'4, etc. 

est — ^ huius formae ~—J>,s — v h"«"« *»"»» 17~3^. e*c. «bi D 

constans est ex semiaxibus maioribus a atqu^ a pendens; hinc sequitur, 
denotantibus E^^ E'^ E" functiones semiaxium maiorum, haberi 



quibuB aequationes (58} transeunt in has 
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* ® mc^n V^TZ^ . cos i -h nid^ti V\^'^ • cos <' -t- ni'd'^fi'Vi^% . coa f 

p ^ _ mg*ii|/"iZ7n sintco8(e-Hi^)-4-mV Vylu:^ 
" ®"" ma^iiV^ri^.cosf-HmVVv^illT.cosi^-Hm^V^V^i^riT^.cosr 

nbi 0, fi', 0' lan^tudines nodoram asctndentium orbitanfm m, m', m" cmn 
plano proiectionis seu fondamentaii , tempori t — o respondentes denotant, 
et, secnndom art. 8.,, 

quae quantitates ad minimum usque ad quantitates secundi ordinis in hoc 
calcnlo ceteroquin onussas, sibi aequales sunt. 

' Aequationes praecedentes monstrant, T esse inclinationem plan.i in- 
variabilis versus planum fundamentale, et B^ arcum plani invariabilis a 
nodo eius ascendente cum plano fundamentali lisiJBe ad punctum quoddam 
' adhuc determinandum ductum. 



( . . > 



I 

% 

Ex etpressione laiitudims significaiioiies reliquarum constantium focile 

• • • • 

inveniuntur. Habemiis ad instar art. 33. Sect. II. 

'» = 9o 8"» [7+04-« —'?,)'+*',+*,] —i'» cos l7+Cy+« — i?,)«+v,4-*J 

ubi f denotat anomaliam veram , et ex hac expressione obtinemus mutatis 
mutandis expressiones sinuum latitudinum «', ^' corporum rd atque ni\ 
Sulistitatig Taloribas ipsaruin 9,, f^ etc. in praecedentibus datis, emergunt 

» = sinrdn[7+(^+«-ij,-jrJI+v,+ft+0j+co8r?:::^C^8inl7+(^^ 

,+cos r''^''J< C 8inl7+0+«:-i?,+ij')t+r:+* -*')+ cos r5i^C'8in|7+(^+c'+i?')<+*"-ft'J 

+co8i^^^'c: sinj7+(y'+«:-0'-H':+*:] + C08 r!^ii^^ 

«' = 8inr8in(7+(y'+« +,,:-q'^;„ ^1+1^,-*:+^+© J+cosr^^^^^-Jl^'c,sin^^ 

+co8r?^^'c:8ini7+(y'+«:+,>+,.:-*:)+co8r^?^^:j^ 

quae expressiones lioc modo depinguntur. 
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triangnliiiii Bphaericain rectangulum , cuius hypotenusa re- 
praesentet plani inyariabilis pars, et sit amplitudinis (j/+cc-ri-x^t+v^+h^+S^^ 
et cuius catheta altera faciat angulum finitum F cum hypotenusa, ideo 
repraesentet plani fundamentalis pars; si huius trianguU alterius cathetae 
sinus 8 nominatus fuerit, erit 8 = sin F sin[(ff+a^-rj^'-x^')t+v^+k^+ 0^). 
Froduc 8 extra planum invariabiie et duc circuium maximum C^) ^ 
producta 8 usque ad planum iuTariabiie extensum, qui sit ampiitudinL» 

Cy+« -^,)^ + ^, + S/ et faciat angulum primi ordinis = ^" " — C^ cum pia- 

no invariabiii, Prodnc iterum S^ ^t duc circulum maximum (B) ab ite- 
rum producta 8 usque ad circulum (J) extensum, qui sit ampiitudinis 

(y+cc\^''ri^ + rf}t+v\^-k'' +k^ et faciat angulum primi ordinis = ^' *'^"^ C 

cnm circulo (/()• Denique produc denuo 8^ et duc circuium maximum 
(C) a denuo producta S usque ad circulum (JB) extensum, qui sit ampii- 

tudinis Q/ + a+rf)t+v''''k'' et faciat angulum tertii ordinis — '^»J»'J^ti CT 

cum circulo (JB). Quibus factis, intersectio circuli (C} cum 8 erit locus 
perihelii corporis m pro tempore t , nec non — xJL + Q^ arcus plani in- 
variabiiis a nodo eius ascendenti cum plano fundamentali usque ad nodum 
eius cum circulo maximo sive piano (A) extensus, (a -d ^-ri)t+v -v +t' 
sive tt + X arcus piani (A) a hoc nodo usque ad nodum plani (B) cum (A) 
extensus, (aV^"-^J^+v',V+& sive It + X^ arcus piani (J3) a hoc jiodo usque 
ad nodum plani (C) cum (B) extensus , et^demque (j/+a + rf)t +v-k' arcus 
plani (C) a hoc nodo usque ad periheiii corporis m iocum, qui non mipus quam 
hic planorum (A)^ (JB), (C) situs tempori t correspondet, extensus. 

Fac ut trianguii illius sphaerici rectanguli hypotenusa sit ampiitudinis 
(n' + ^,+%'x\^)t+v^-k^ + Q^ et lege eadem qua supra duc circuios maxi- 
mos (.^5 C^9 (O? quorum quisque resp. inclinationem cum priore ha- 

beat2:^C„ <^'C:, f^4^'C',tumerit(y+«'-,:+,,)l+v'+]t:-ft, 
arcus plani (C) a nodo huius piani cum piano (JB) usque ad locum perl» 
helii corporis ni tempoii t respondentem extensus, et arcus — x' 1 + ®, 
r<+A', ^ + \ ad pianum invariabile et plana (A)^ (B'), (C) eandem 
rationem insistunt, ut supra ad pianum invariabiie et plana (A)^ (B), (C). 
Porro fac ut eiusdem trianguli sphaerici rectanguli hjpotenusa sitam- 
plitudinis (y'+a,+q>q'-^ooo)'+^/-*'„+*'+®o> «* duc circulos maximos 



(A"), C^}> C^'}) qaorum quisqne cum priore inclinatioiiem resp« habeat 
"•»'-«''/^> C, "'C"*''C;., 2::i^'C, tum erit (;y'+«'-i^*}t+/+r «r- 
CU8 plani (C'} a nodo eiiis cum plani» (Ji} usqne ad locum periheiii cof- 
pori8 mVtempori * respondentem extensus, et arcus — ^ooo+®o5 ^^+^\ 
It+X iterum ad planum inyariabiie et plana C^)? C^)' C^) eandem 
rationem insistunt quam iili. 

Denique animadvertendum est, nodos hos planomm C^9 C^^9 C^^ 
cum plano inyariabiii, planorum (^B% C^)? C^) '^«p. cum C^)i C^)? C-^) 
et planorum (C}^ C^)j C^) '^^P' ^**™ C-^)^ C^)» 'C^) ^^^® ascenden- 
t e 8 , quoties inclinatio rcspectiva ^' " ^" — C , ^' *~'^"^ C' , etc. est p o s i- 
tiva, descendentes vero, quoties inclinatio est negativa quantitas* 

Si in his fig^ris statueris t — O^ significationem constantium C, v^^ k^ 
C etc. habes, et delineatione analoga significatio constantium e, 6% e"y 
quae quasi excentricitates vehiti C , C, C quasi inclinationes mutuae 
'sunt, explicari potest. 

Congeramus constantes arbitrarias independentes omnes, quae in for- 
mulis huius Sectionis continentur. 

Independentes sunt rationes massarum m, m', ni' ad massam M 3 

Porro motus medii n, n , n\ e quibus tertia Keppleri lege semi- 
axes maiores a^ cl ^ d' pendent 3 

Porro quasi excentricitates e^ €\ e" 3 

Porro independentes (c), (x'), (c''), quae in anomaliis mediis con* 
tiBentur et anomalias medias tempori t — o respondentes denotant • . 3 

Quum inter novem constantes C , C^^ C, v, v\^^ v\ fc, V^^^ k" 
tres in praecedentibus expiicatae aequationes conditionaies adsint, hae 
GOnstantes sex independentibus aequiparant 6 

Denique indep^ndentes sunt jT, O^ atque J7, quarum priores modo 
explicatae sunt, et quarum tertia longitudinem nodi ascendentis plani 
invariabilis cum plano fundamentali denotat 3 

Quarum omnium est immerus 21 

sive ter s.eptem,' quarum tei' sex elementorum ellipticorum trium corporum 
m, WL atque m" vice funguntur. 



sat 



29. 

Ad constantes arbitrarias obserrationibus astronomicis determinandu 
recipiantur in primo calcolo solummodo termini primi ordinis tum in coef- 
ficientibus cura in perturbationum periodtis. Quo' facto, habemos secuidBm 
praecedentia 

nz = g + 2e'8sin{g + (i, -y'>+2* ] + 2e'f sin[g -Q,'- y)t + 2t +2*^ 
n'a' = g'+2e's'sin [ff'+0'-y>+2*:] +2e f sia^ -(jy -y')t-2h;\ 
nz = g+2e 8sin {/+(!,'- y)<-2* -2*J + 2e'fsin[g'-(j!,'-y)t-21i^ 

w = — e'« cos[g' +(if -y')t+2k] —e'f cm{g-(tf'- y>+2*,+2*:j 
u/ = — eVcos[^'+C»'-/)l+ 2*:] — ef co8[^'- (y -y')t-2h,] 
w'= —es'cos[g+(j/-y)t-2h-2h'} —e'fcos\g'-(jy'-y')t-2h2 

f ir nz+ji^ sianz + ji^sin2nz+ etc. , f = n'z'+ ji[sinnz+eic. , 

f = nz" + A^ sin nz + etc, 
It— Ia+u;+ J?o+BiCOsnj3+£2<^08 2njs+etc. , f r' 1= Za +ii;'+jBo+ JBj cos nV+ etc, 

li^— Za"+M?"+B;+B;cosn V+ etc. 

quae, denotantibus A^^ A^^ etc. A\ etc. ^ etc. coefBcientes notos aeqna- 
tionis centri et JBq, JBi etc. fi'^, etc. fi^, etc. coefficientes notos eyolnti 
logarithmi radii vectoris, resp. ope excentricitatum e, e' atque ^' compo- 
tandos , anomalias veras f^ f , f" atque logarithmos radiornm yectonim 
r, r^, r" suppeditant. Porra 

$ = 8inr8in(/+yl+i;,+t>8J + co8r-?!^^^Ji^C>n{7+(y+«,)l+i»,+i] 

+ co« r ^^i^i^c: sini7+cy + «3fr+..:+2*,+t:] 

s' = sin rsin(7+y t+ V -Jfc, + ©,) + cos F *"'fy'^ C sin[J+0,'+ « >+i' -fcj' 



+ cosr -»"'-f *^ Csin[f+(j/+ay+r:+V] 

Uff 

= iinrsia(f+f,'t+v-k-2h:^+0^)+cosr'^^^^^^^C»n[f'-^ 

ttf 

+ cosr<9^C:sinLr+Cy"+a>+»>i:]. 

Uff 



quae sinus latitudinum 8y s' ^ s" versus pianum fundamentale subministrant. 
Denique, denotantibus I, T, T longitudines ad planum fnndamentale re- 
duetaS) habemus per aequationem (10} Sect. VL 

I =7+,,+.,+*, +».+ «+«-«. ^^^^==^2^?^^^' 

i-=7--Hr-..H..-«:-i,+e„+n+ir-<.- '^^'^^'-^'^^-,""'-*'*^-' 

ttbi primus ipsarum s^ s'j s" terminus resp. per sinB, sinH, sinB", re- 
liqui yero earum termini per ds^ ds', ds" repraesentati sunt, et praeterea 
habentur 



tgR = 

tgR= 






l,^tg*irco82(/H-»'^.t.v,-il,-H®o) 
tgB:= — tg'|r8in2(rH-3^-^^.|/,>21r,/-t,-*-e,) 
i^t^irco82(f''^j^'t'^v,-2k,/-k,^0:) 

lam 81 massae m^ rrt ^ vd' et semiaxes maiores orbitarum noti sunt, quan- 
tttates (i, (& 9 (i'% (5, o', ,fi' ^ it^^ ^, ^% etc. computari possunt, et tum ad* 
iumento aequationum (40) et (46), omissb i}^, ij'^, 1}'% coefificientium 
», «', s"^f^ etc, 6,5/) etc. nec non periodorum y, y', y", a, «'^^ valo- 
res approxiroati eliciuntur. ^ Quibus factis , aequationes praecedentes con- 
stantes arbitrarias independentes duoderiginti n, n, n'', (c), (e'), (c''), 
c, c', e", Cp C^, i^p v , jfe^, ft' , r, 0^, II continent, quae, electo piano 
fiuidamentali ad libitum, per methodos notas observationibus astronomicis 
determinandae sunt; et quo maior est observationum ad hanc determinatio- 
nem adhibitamm numerus et quanto longius temporis interTaiium complecti- 
tur, tanto accuratiores constantium ralores eliciuntur, quia ejr) magis reii- 
quarum minorum perturbationum periodicarum effectus destruitur. Constan- 
tibus his determinatis , aequatio li' z=l — fc — M ^ suppeditat ipsam W et 
aequationes hae 









^X 



ipsas (T atque V. lam nunc ope farmiilaniiii in hac Seetione exposita- 
rum non modo i}^, q'^, rl\ sed etiiun reliqui aequationum (54) et (57) 
termini, nec non perturbationes reiiquae magna cum praecisione computari 
possunt, quo facto yalores constantium arbitrariarum obserratiiqnibns nttil^ 
cbcimur accnratiores , quibus computatio perturbationum repetitiir , et sic 
porro. Plerumque tamen constantium illarum ex primo cakulo erati va- 
lori^ ad perturbationes omnes, quae yim habent, satis accurate compfi* 
tandas sufificiunt, quin etiam in casibus quibusdam specialibus formulis .10 
huius articuli initio expositis statim perturbationum reliquarum maiores ter- 
minos aggregare nobis licet» 

In hac expositione semiaxium maiorum et massarum ab initio yalores 
approximatos esse notos supposuimus, et quidem illi, qui ex motibus pen- 
dent mediis, quos ex observationibus longum temporis intervalfann com- 
plectentibus simplicissimo calcuio eruere possumus, semper iloti haberipos- 
sunt. Verum enim vero si massae perturbantes ignotae sunt, periodonmi 
y, y\ ff^ a , (/,, valores observationibus eliciendi sunt, quibus adiumeiito 
aequationum (37) vel (44) approximati massarum valores compntari pos- 
sunt. 

Haec sunt, qnae generaliter de constantitun arbitraiianim determina- 

tione statuere licet, in casibus yero specialibus haec yel illa systemadi 

quatnor corporum conditto determinationem hanc snbleirabit atqtte rinqpUfi- 
cabit. 
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Abscissis aeqnationiiQi in praecedentibus eyolutamm terminisi qui ad 
qnartnm corpus ni' pertiiiMenty ^^ Q, atque JE, eaedem eyadont, nti in 
praecedenti l^nna^ theoria« ;. Fiunt enim 

P, = fM,dti if, = C,+fU,dti K,z=:k,Arfr,di, a^g^^n,-\^4.y 
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quae, substitutis dextromm mp^roruja iV^ii^ud Imicxksid 

Gum illis plane ^^ngniunt, Porro nancbcimur;^«k ^^ialuiis huius Sectioms 

JTormulas ad prbtjflc^a tniim co#pio]|rum: ipeotailtes hais .^<. / ^ 

»" = — & + 2c (I- 1) cos y + 2c'« cos (y+ht+ 2*,) +/iM^ 



/ l"i ' 



. » r » 

4» ■ 



qttfee cum fohnulis prombtu Lunae investf^ndosttjpira dkiisliaud plaiDte 
'i^bikgprttunt. Cuius rei caussa in eo posita est. quod thebrik Lunae *noh 
iml casUs ^{(^ciali:» probl^matis trium cofpbnim bst. Sighlfiic^tio Ipsi^ih 
(i^, Op etc. in art. 20. explicata monstrat esse Itt thebtia Lunae -^ 

deflQtantiji^us flj»^' , p%c qpa^titates in art^ 11. \ Soc]t. JLV. jlA^odu^tasi; ex ii^;- 
49^f iT^^ hariun quantitatum in eadem Sectione, ^Uata.piil,et^ propter p^* 
yjf^l^^ iLvnae a T^^ distantiam esse hunc ipsiu^^a^ v^dkurjBniL perparvuiuip 
^fjf^, qf^djBm 44.1ertiuai ordinem ref ereuduip, si hfc Vyal^f; ipsUis («^ primi ordj- 
i^f^- h ji b etuj:^ Porro quum x'4~(^' 9^PQ p'r^^ r^ inotpn^ -SeJi^. pertinentes 
per Lunae massam muitiplicatae sint, hae iilis adhuc multo minores sunt, 
^:f^^^P^u.mwua.iKgiigi possunL Quamobrem aequationes praecedentes 
9\f^^^S'^9 atque « aequalem e^e quanti^ti secuudi oi:4ini3 snppeditmt, 
^fl^ Katiwqp scjpara^ h^ere non est .ppus, ^ffg9 ha|ff;mi^ pro (Lbep^ 

Lunae 

• . ' t. 

W= — 64-2e(|— l)cos74-/Mrft; y = x+fi 

quae cum formulis Sectibnum praecedentium piane congruunt. 

Formulae in hac Sectione evolutae monstrant, dummodo radices ae- 
'4J(iat)6tauin (94) et (57) omnes reales et inaequkliRi sinfl^ in motir '^«yste- 
'i&^ttk quatttbr corpbhim, quod consideraidtnus, fenhiiios pertelhpur Ipste 
multiplicatos non adesse, etiamsl, plurimfs' deinct^s ^pttndirtati^bttii 'iii«» 
stitufis» quemlibet praeeisionit gradiim ailiq^dire' veUs. .Oiam olm demon- 
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fltratum est, aeqaatianimi eannn, quae neglectis quantitatibus i}^, i;'^, if ex 
(37) et (44) prodeunt, radices omnes reales et inaequales esse, si directio mo- 
tuum corporum omnium eadem est, qua re et quum termini, quibus aequa- 
tiones (54) et (57) ab aeqnationibus (37) et (44) differnnt, parvuli siot, 
quoties massae perturbantes, excentricitates et inciinationes mutuae paryuiae 
sunt, concludere licet, radices quoque aequationum (54) et (57) oomes 
reales et inaequales esse, quoties corporum motuum eadem directio est, et 
massae perturbantes , excentricitates et inclinationes mutuae adeo panrula^ 
sunt, ut series infinitae, in quas formulae nostrae evoivendae sunt, conver- 
gant. Quae quum ita sint, systema quatuor corporum, quod consideravi- 
mus, nec non idem pbirium corporum systema stabile esse, sequitur. Casus 
duarum aut plurium radicum aequaiium per se quidem minime probabilts 
est, sed si forte acciderit, ut quantitas 

pro quibusdam in^nm t, t^ i"^ etc. yaloribus yalde paryula foret, per- 
magnae et omnem limitem superantes perturbationes oriri posse videntur, 
quia haec quantitas in perturbationum coefficientium denominatoribus aderit. 
Theoreraa yero dCTnonstrari potest, inclyto ab ili. Laplace de motnum 
commensurabilitate detecto theoremati simile, quo terminum permagaum 
ab illo parvulo divisore ortum limitem quendam superare non posse pro- 
batur, et quoties ille denominator in corporum motus initio tam panmlus 
fuerit, ut maiorem coefficientem efiKciat, mutuam corporum attractionem 
snfGcere ad eum rigorose cifrae aeqnalem reddendum, quo factum fiierit, 
ut motus comraensurabiles eyadant, et tales remaneant. Quae yero adcor- 
porum, quorum motus commensurabiles sunt, perturbationes spectant, ^nec 
non plura alia, in aiiud tempus differre debemus, ne hoc yohimen aimis 
crescat 
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Hi^. 5. iin. 8. a ▼. loco ^"~^^ lege "^*"*^ 

— 8. -* 2. B *c. — dtn — dm' 
-^•Ifc-iD. av. - (y-sT) -- (y-^)» 
-r 46. — 4. A e. — -^t — -^.t 

— 66. — 4. B c. — r^dv,^ — dr^-hr^dv,^ 

— 81. — 1. B T. — V — v' 
-b 86. — 12. B c. — triaiigDliis -« triangalnm. 

— 9fi. nltimBe aeqi\ationi numeriis (53) C8t apponendus. 

— 103. lin. 1. 

~ "" '" -^ a T. loco ^(fi)(a — 37— «)t lcge — (n)(a — 17- «)t 

^ — — 4. 

— 110. —18. a T. 



locp — / i- — 5 !»-♦-... lege -♦- /^ | -L 



— 119. — 8. a c. — triangtilns — triangnlum. 
-«- '^. — >t: ai c; T-fpliacriQPfrectaiigiiltt-^spliBcrlcam rectangniuiii. 
-77 — — 6. a ,c. , — totmataB — formati^ni. 
-^ l^. — yilt ^nltimo termino ad deztrBm appone signum | 

■ . 1 . » «... 0" O 

- Ufc - W. g T, lofo ^(«)«: Ifige ^(ti)d3 ' 
-*144. - S. a T. - — g^ ^^ 

— 21^. — '8. B C. — q/ — 9' 

^< 220^ -^ H. B T. — eolnmma — columna. 

^28i— 4. BT. ^ ^leg* ^ 

diSr ^ diC 

:-i»t3». — ' §.'ac ^ (^x-l)iege(ft,4-l) 

^*».- 8.ac. - « - « 

dt dv 

— 256. — ult. — T — a-t-i7=2y loge T— a-f-97=2i7 

— 256. — 6. a c. — habita — habito 

— 281. - 6. a c - d\o^h-hO\, _ <to^i,-i,o| , 

da da' 

— 289. — 1. BT. — (Af'-Af,-HL'J - •in(iir'-Af,^.L;,) 

— — — 3.BT. — (iMi-AI',,.*-L"} — •in(Af,-Af,,^.L") 

— — nbique - dV„tidV' — iliC',, et reep. dlC'^ 
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